Implementación del currículo bimodal para la enseñanza de las secciones cónicas con estudiantes de grado décimo del colegio Estanislao Zuleta IED by Rojas Sepúlveda, Oscar Andrés
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
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estar a mi lado cuando más las he necesitado y recordarme que todo es posible.
También quiero agradecer a la Universidad Nacional de Colombia por formarme como
profesional ı́ntegro y permitirme extender mis estudios hasta esta etapa formativa. Sin la
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El siguiente trabajo presenta una aplicación del curŕıculo bimodal, en particular el uso
de memorias auxiliares, para mejorar el proceso de enseñanza aprendizaje de las secciones
cónicas con estudiantes de grado décimo. Además, se sugiere una secuencia didáctica que
motive al estudiante a conocer, entender y aplicar estos conocimientos en diferentes con-
textos.
Abstract
The following work presents an application of the bimodal curriculum, in particular
the use of auxiliary memories, to improve the teaching-learning process of conic sections
with tenth grade students. In addition, a didactic sequence is suggested that motivates
the student to know, understand and apply this knowledge in different contexts.
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memoria auxiliar, secuencia didáctica.
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Introducción
La matemática se percibe, en ocasiones, como una disciplina alejada de la realidad,
una ciencia que solo trabaja con objetos como números, variables, ecuaciones, curvas, en-
tre otros; los cuales son producto de la abstracción humana y por esta razón las personas
olvidamos la utilidad que tiene la matemática en la vida real. Sin embargo, debemos re-
cordar que la matemática nace por la necesidad del ser humano de resolver problemas
cotidianos, según el profesor Albeto Campos Sanchez: “La matemática es una ciencia que
nace por la necesidad de explicar, entre otras cosas, situaciones relacionadas con el con-
teo de objetos y la medición de terrenos, en otras palabras, se origina por la necesidad
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de contar y medir”[Campos, 2006]. Con base en las afirmaciones anteriores vale la pena
mencionar que la matemática nos permite conectar situaciones del mundo real con los ob-
jetos matemáticos creados por el proceso de abstracción humana y es este mismo proceso
una de las bases para que la matemática avance y se convierta en la ciencia abstracta
que es actualmente. En palabras del profesor Fernando Zalamea (2007) “Las matemáticas
constituyen un instrumento técnico y conceptual sofisticado para capturar tránsitos y obs-
trucciones entre el mundo f́ısico real y las urdimbres ideales del saber” [Zalamea, 2007].
Por consiguiente, el proceso de enseñanza-aprendizaje de las matemáticas debe estar ligado
al proceso de abstracción de los objetos matemáticos y a la aplicación de la matemática en
diferentes disciplinas. Esta combinación entre abstracción y aplicación de la matemática
constituye el eje fundamental para desarrollar la siguiente secuencia didáctica que lleve al
estudiante a comprender y mejorar sus habilidades en esta ciencia. Por lo cual, en el pre-
sente trabajo se pretende que el estudiante reconozca los objetos matemáticos conocidos
como secciones cónicas, visualice las diferentes situaciones o contextos en los que aparecen
y los manipule como objetos algebraicos.
La elaboración y el desarrollo de la secuencia didáctica se centró en tres puntos funda-
mentales:
La aplicación de la matemática en diferentes contextos como factor fundamental
para mejorar el proceso de enseñanza-aprendizaje de esta ciencia.
El proceso de abstracción para deducir y entender el uso de los objetos matemáticos
en diferentes contextos.
El uso de “memorias auxiliares”, lo cual permite que el estudiante centre su proceso
en la aplicación del conocimiento matemático y no en la memorización de ecuaciones
sin sentido aparente.
Los tres puntos anteriores convergen en una metodoloǵıa conocida como Curŕıculo Bimo-
dal ; la cual tiene como premisas importantes la motivación del estudiante, la aplicación
del conocimiento y el uso de herramientas auxiliares que eviten la memorización ineficaz
[Graells, 2013]. Además, el curŕıculo bimodal tiene como objetivos aprovechar el uso de
diferentes herramientas, implementarlas dentro del proceso de enseñanza-aprendizaje y
mejorar el desempeño, rendimiento y la motivación del estudiante.
A fin de alcanzar los objetivos mencionados anteriormente se diseña una secuencia didácti-
ca de tal manera que las primeras tres actividades introducen y motivan al estudiante al
reconocimiento visual de cada sección cónica y sus respectivos elementos importantes; las
siguientes dos actividades promueven la deducción de las ecuaciones canónicas de cada sec-
ción y las últimas cuatro actividades se centran en la aplicación del conocimiento adquirido
en las anteriores actividades.




El colegio Estanislao Zuleta es una institución pública que presta el servicio educativo
en los niveles de preescolar, primaria, secundaria y media. Está ubicado en la localidad
quinta de Usme, en el barrio Alfonso López. La institución orienta el desarrollo integral de
sus estudiantes logrando que sean capaces de: pensar por śı mismos, respetar el derecho a
la diferencia: diferir, pensar y vivir distinto, aceptar las equivocaciones y aprender de los
errores, Manual de Convivencia CEZ (p.5).
Cabe resaltar que por estar situado en los Cerros Orientales de Bogotá, la mayor parte
de la población estudiantil proviene de familias desplazadas o disfuncionales, y los jóvenes
permanecen mucho tiempo solos y sin un adecuado direccionamiento. Es posible asumir
que la situación anterior lleva a que los estudiantes se vean involucrados en conflictos es-
colares por diversas causas. Por esto, la comunidad estudiantil presenta bajo rendimiento
académico, inasistencia y deserción, problemáticas que afectan su desempeño académi-
co, lo que hace necesario promover ambientes de aprendizajes significativos que permitan
la construcción de una dimensión cognitiva de los estudiantes basada en el pensamiento
cŕıtico-anaĺıtico que fortalezca a su vez las capacidades de indagación y asombro.
Por otro lado, a la institución educativa confluye una gran diversidad de seres humanos,
cada uno con distinto nivel de desarrrollo en sus dimensiones cognitiva, f́ısica, comunica-
tiva, ética y estética. Y de acuerdo a estas particularidades se hace necesario generar un
ambiente escolar armónico que les permita múltiples formas de interrelacionarse y com-
promiso frente al aprendizaje.
Cabe resaltar que, el aprendizaje se concibe como un proceso subjetivo autónomo, continuo
e integral que cada persona va modificando constantemente a la luz de sus experiencias,
haciéndolo un acto intencional, explorador, imaginativo y creativo que permite el desarrollo
de procedimientos y maneras de racionar a partir del acompañamiento activo y eficaz del
docente, que es lo que se pretende con el curŕıculo bimodal.
Planteamiento del Problema
Durante la indagación se encuentra la metodoloǵıa conocida como curŕıculo bimodal
que consiste en trabajar conceptos una y otra vez en diferentes actividades de forma que
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los alumnos los vayan interiorizando, usando como apoyo diferentes herramientas como ele-
mentos de medición, fichas memográficas, resúmenes, construcciones auxiliares en papel y
cuadros comparativos, incluyendo sus apuntes de clase para resolver actividades prácticas.
Como afirma Marqués “De esta forma les estamos preparando para la sociedad que les ha
tocado vivir donde lo importante a la hora de resolver problemas no es tener la solución de
memoria sino ser capaces de dar con ello con las herramientas que tienen a su alcance”
[Graells, 2013].
En particular, la metodoloǵıa mencionada se aplicará como método de enseñanza- apren-
dizaje de las secciones cónicas para grado décimo con la intención de que este proceso
mejore significativamente el rendimiento académico de los estudiantes de la institución y
genere un mayor interés por el aprendizaje autónomo, individual y grupal.
Según la investigación realizada por el profesor Pere Marqués de la Universidad Autónoma
de Barcelona, el curŕıculo bimodal proporciona a los estudiantes una formación acorde a
las necesidades sociales actuales y desarrolla las competencias asociadas al buen uso de
diferentes herramientas, con el fin de mejorar el proceso enseñanza-aprendizaje y contri-
buir a la reducción del fracaso escolar.
Marqués afirma que el enfoque del curŕıculo bimodal se puede empezar a aplicar en cual-
quier momento, para cualquier materia y nivel educativo, sin interferir con el curŕıculo
tradicional. Además, el docente debe proponer algunos conceptos básicos que gúıen a los
estudiantes hacia la temática que se va a trabajar. A partir de esto, el profesor debe ges-
tionar las actividades individuales y grupales que considere necesarias para el desarrollo
de los temas, aśı como algunas herramientas que pueden ser utilizadas para la solución de
estas.
Según la metodoloǵıa, es un aspecto importante el uso de “la memoria auxiliar” para la
realización de todas las actividades, incluyendo los exámenes. Esta memoria auxiliar está
compuesta por apuntes, libros y otras herramientas necesarias para que el estudiante solu-
cione de manera óptima los problemas planteados. “Para evaluarlos, se harán exámenes,
pero el resultado será mejor como ya se ha comprobado” [Graells, 2013].
La propuesta metodológica estará enfocada en que los estudiantes de grado décimo del
colegio Estanislao Zuleta I.E.D. logren mejorar su proceso de aprendizaje en la temática
de secciones cónicas, apoyados en las herramientas con las que cuenta la institución y los
mismos estudiantes.
Basado en lo anterior se plantea el siguiente interrogante: ¿El curŕıculo bimodal mejora
el proceso de enseñanza-aprendizaje de las secciones cónicas en los estudiantes
de grado décimo del colegio Estanislao Zuleta?
Objetivos
General
Desarrollar una secuencia de actividades para trabajar con los estudiantes de grado déci-
mo del colegio Estanislao Zuleta las secciones cónicas usando la metodoloǵıa del curŕıculo




Seleccionar aspectos teóricos básicos relacionados con las caracteŕısticas y propieda-
des de las secciones cónicas.
Determinar elementos de la metodoloǵıa del curŕıculo bimodal pertinentes para tra-
bajar con los estudiantes de grado décimo las secciones cónicas.
Estructurar las actividades a desarrollar durante el proceso de enseñanza-aprendizaje
de las secciones cónicas.
Implementar secuencia de actividades usando la metodoloǵıa del curŕıculo bimodal
en estudiantes de grado décimo.
Evaluar los resultados obtenidos con la aplicación de la metodoloǵıa del curŕıculo
bimodal.




En el siglo V a.C., en la Antigua Grecia, se formularon 3 problemas que trascendieron
e influyeron en el desarrollo de la matemática, conocidos actualmente como Los tres pro-
blemas clásicos. Estos tres problemas: la cuadratura del ćırculo, la trisección del ángulo
y la duplicación del cubo, promovieron tanto la matemática griega como el pensamien-
to matemático posterior a esta época. A pesar que 2.200 años después se demostró que
los tres problemas clásicos eran insolubles utilizando exclusivamente regla y compás, los
esfuerzos de lograr lo imposible fueron el motor que hizo avanzar la matemática de los
griegos [Boyer, 1999].
Uno de los tres problemas clásicos, la duplicación del cubo, fue esencial para el desarrollo
de la teoŕıa relacionada con las secciones cónicas. La duplicación del cubo es un problema
sencillo de enunciar: ”Dado un cubo y usando sólo regla y compás, hallar el lado de un
cubo de volumen doble”. Sin embargo, el origen de este problema está relacionado con la
cultura politeista de Grecia y el primer intento de solución fue erróneo.
La génesis de la duplicación del cubo se le atribuye a la necesidad de erradicar la peste
que acabó con aproximadamente la cuarta parte de la población ateniense del siglo V a.C.
Una delegación fue enviada al oráculo de Apolo en Delos para averiguar como se podŕıa
controlar la enfermedad, a lo cual el oráculo contestó que se deb́ıa duplicar el altar cúbico
en honor a Apolo. En el afán de cumplir con la afirmación del oráculo, los atenienses
duplicaron cada una de las aristas del altar, lo cual, claramente, es un error, debido a que
duplicar cada una de las dimensiones hace que el volumen obtenido sea ocho veces mayor
al original [Boyer, 1999].
No obstante, la historia del oráculo de Delos no es la única versión que explica el naci-
miento del tercer problema clásico. Según una carta enviada por Eratóstenes a Ptolomeo
III, el rey Minos ordenó la construcción de una tumba para su hijo Glauco, los encargados
de esta labor hicieron el sepulcro con 100 pies de longitud en cada uno de sus lados. Al ver
el escaso espacio destinado para el cuerpo de su hijo, el rey reprochó las dimensiones del
mismo, por lo cual exigió mantener la forma cúbica de la tumba, pero doblando cada uno
de los lados, creyendo que de esta manera obtendŕıa el doble del volumen de la tumba.
Sin embargo, la solución planteada por el rey era errónea, ya que al doblar la longitud de
las aristas, se cuadruplica el área de la figura plana y se octuplica el volumen del sólido
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[Morales Guerrero, 2010].
Como se mencionó anteriormente, los tres problemas clásicos desarrollaron técnicas ma-
temáticas con el fin de encontrar su solución. Una de las soluciones al problema de la
duplicación del cubo se debe al gobernador, general y disćıpulo de Pitágoras, Arquitas de
Tarento (428-350 a.C). Arquitas, entre sus resultados originales, destaca una solución tridi-
mensional del problema de Delos. Aunque Arquitas no conoćıa el lenguaje de la geometŕıa
anaĺıtica moderna, logró resolver el problema de manera sintética sin usar coordenadas
[Universidad Complutense Madrid, 2010]. La solución de Arquitas utiliza, como se expli-
ca más adelante, un cono, un cilindro y un toro, y por consiguiente, sus tres ecuaciones
respectivas:
x2 + y2 + z2 = 4x2
x2 + y2 = 2ax
(x2 + y2 + z2)2 = 4a2(x2 + y2)
donde a es la arista del cubo a duplicar.
Si reemplazamos la primera y segunda ecuación en la tercera, obtenemos una nueva ecua-
ción (4x2)2 = 4a2(2ax), la cual es equivalente a 16x4 = 8a3x, es decir, 2x3 = a3. Lo que
quiere decir, es que la intersección de las tres superficies tiene como coordenada x = a 3
√
2,
lo que puede verse como la solución al problema.
Figura 3.1: Intersección de cono, cilindro y toro
Otra solución al problema fue dada por Hipócrates de Ch́ıos (470-410 a.C.). Hipócrates es
reconocido por su trabajo sobre cuadratura de lúnulas, recordemos que una lúnula es una
figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de diferentes radios [Boyer, 1999]. El
trabajo desarrollado por Hipócrates es derivado del problema clásico de la cuadratura del
ćırculo, de hecho, se le atribuye a este matemático griego el siguiente teorema:
“Segmentos semejantes de ćırculos están entre śı en la misma razón que los cuadrados
constrúıdos sobre sus bases”
El teorema enunciado por Hipócrates parecer ser la primera afirmación sobre la medida de
figuras planas curviĺıneas de la época. Sin embargo, es improbable pensar que Hipócrates
mostrara formalmente su afirmación, debido a las limitaciones de la notación matemática
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Figura 3.2: Lúnula construida a partir de un triángulo rectángulo isósceles
del mundo griego [Boyer, 1999]. Las cuadraturas de lúnulas de Hipócrates son importan-
tes principalmente por dos razones: fue el camino que acercó a los griegos a pensar que
era posible la cuadratura del ćırculo y, además, demostraba el nivel de la matemática de
aquella época [Contreras, 2010].
Según lo anterior, es posible determinar que los griegos dominaban las transformaciones
de áreas y las proporciones, de hecho, los geómetras no teńıan dificultad en verificar la
proporción ax =
x
b para cualesquiera segmentos a, b y x e incluso intentaron resolver la




b , para cualesquiera segmentos a, b, x y y. Se dice que
Hipócrates fue el primero en notar que esta proporción es equivalente a duplicar el cubo
si se toma b = 2a, lo cual conduce a que x3 = 2a3 [Boyer, 1999].
Menecmo (375-325 a.C.) también aportó una solución al problema de la duplicación del






b y la usó para mostrar que hab́ıa toda una familia de curvas, construidas a mano,





Menecmo encontró que la solución a la duplicación del cubo era la intersección de dos
parábolas, o de una parábola y una hipérbola equilátera [Mart́ınez, 2010], cabe aclarar
que esta solución está dada por construcciones que necesitan más herramientas que regla
y compás. La solución de Mecnemo se puede escribir mediante las siguientes ecuaciones:
x2 = ay; y2 = 2ax de donde x3 = 2a3
x2 = ay;xy = 2a2 de donde x3 = 2a3
El éxito de Menecmo fue descubrir las curvas que hoy conocemos como elipse, parábola e
hipérbola [Boyer, 1999]. Por lo anterior, se le otorga a Menecmo la primera aparición de
las secciones cónicas.
Las secciones cónicas se conoćıan mucho antes que Apolonio de Perga (262-190 a.C) es-
cribiera su tratado sobre las curvas. Aunque, gracias a él, hoy conocemos que basta un
único cono y variar la inclinación del plano que lo corta para obtener las secciones cónicas
(circunferencia, elipse, parábola e hipérbola). Además, Apolonio demostró que el cono no
debe ser necesariamente recto, sino que puede ser oblicuo o escaleno [Boyer, 1999].
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Figura 3.3: soluciones de Menecmo
Por último, debido a la gran acogida de su obra Cónicas, se le atribuyen los nombres de
las secciones cónicas a Apolonio de Perga. Es cierto que Arqúımedes las nombró según la
descripción como se descubrió cada curva: oxitoma, ortotoma, amblitoma. Sin embargo,
los tratados sobre curvas de Apolonio eclipsaron cualquier obra similar, a tal punto de
acuñar los nombres de dichas curvas.
Durante mucho tiempo la obra de Apolonio fue considerada decisiva en el pensamiento
geométrico y utilizada por muchos matemáticos, incluyendo a Fermat (1601-1665) y Des-
cartes (1596-1650), quienes desarrollaron la geometŕıa anaĺıtica. René Descartes desarrolla
el problema del lugar geométrico de las tres y cuatro rectas de Pappus, para el cual obtiene
la ecuación y2 = ay−bxy+cx−dx2, esta ecuación describe, de manera general, una cónica
que pasa por el origen del plano cartesiano. El matemático francés da las condiciones sobre
los coeficientes para que la ecuación describa una elipse, una parábola o una hipérbola.
Sin embargo, Descartes no logra deducir las ecuaciones canónicas de las cuatro curvas
[Boyer, 1999].
Por otro lado, Pierre de Fermat hacia el año 1629 abordó la reconstrucción de Los lugares
planos de Apolonio. La obra de Apolonio es un incentivo para Fermat, ya que logra
tres grandes avances: Escribe el primer fundamento de la geometŕıa anaĺıtica, además
demuestra que:
a2 ± x2 = by es una parábola.
x2 + y2 + 2ax + 2by = c2 es una circunferencia.
a2 − x2 = ky2 es una elipse.
a2 + x2 = ky2 es una hipérbola de dos ramas.
Por último, Fermat escribe La resolución de problemas sólidos por medio de lugares geométri-
cos para mostrar que algunas ecuaciones cúbicas y cuárticas son solubles por medio de
cónicas [Boyer, 1999].
La mayoŕıa de los desarrollos teóricos en matemáticas están impulsados por la solución
de problemas que generalmente nacen de la cotidianidad. Como ejemplo, recordemos el
problema de la duplicación del cubo que terminó en el desarrollo de la teoŕıa sobre sec-
ciones cónicas. Sin embargo, las secciones cónicas tuvieron aplicaciones posteriores a otras
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disciplinas o áreas de estudio.
En el siglo XVI, el f́ısico Johannes Kepler se apoya en las consideraciones de Apolo-
nio para aplicarlas a la Astronomı́a, especialmente en su tratado sobre órbitas eĺıpticas
[González, 2010]. Además, el mismo Kepler hab́ıa trabajado las secciones cónicas en su
estudio sobre óptica y propiedades de los espejos parabólicos [Boyer, 1999].
Mientras que Apolonio de Perga afirmaba que exist́ıan tres tipos diferentes de curvas:
elipses, parábolas e hipérbolas; para Kepler exist́ıa una sola familia de curvas que se gene-
raban dependiendo del movimiento de dos puntos especiales conocidos como focos. Según
Kepler la relación de distancia entre los focos, permite obtener las cinco cónicas: recta,
circunferencia, elipse, parábola e hipérbola [González, 2010].
Gracias a esto, Johannes Kepler enuncia sus dos primeras leyes astronómicas: Los planetas
se mueven alrededor del Sol siguiendo órbitas eĺıpticas, en uno de sus focos está el Sol, y el
radio vector que va del Sol a un planeta barre áreas iguales en tiempos iguales [Boyer, 1999].
3.2. Marco disciplinar
Existen diferentes maneras para definir las secciones cónicas, desde la forma clásica por
medio de cortes del cono con un plano, hasta la forma anaĺıtica usando la definición como
lugar geométrico. A continuación, mostraremos dos maneras diferentes para caracterizar
las curvas circunferencia, elipse, parábola e hipérbola.
3.2.1. Secciones cónicas construidas desde la geometŕıa anaĺıtica
Para hablar correctamente de las secciones cónicas primero mostraremos la construcción
del cono que las genera. Según Ospina, tomemos una recta vertical V en el espacio y
una recta L con cierto grado de inclinación, llamada generatriz, que no sea horizontal
[Ospina, 2016]. Hagamos que L gire alrededor de V para obtener algo como lo que se ve
en la siguiente figura:
Figura 3.4: Generación del cono
La figura generada es una pareja de conos con altura infinita, sin bases y unidos por el
vértice, la cual se conoce como superficie cónica, cono circular de dos hojas o simplemente
cono.
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Para lo que sigue consideraremos este cono y haremos cortes con diferentes planos, con el
fin de generar las cónicas:
Circunferencia
Si se hace un corte con un plano perpendicular a la recta V del cono, sin pasar por el
vértice, entonces la sección que se genera es una circunferencia.
Figura 3.5: Corte que genera una circunferencia
Elipse
Si se le hace un corte al cono con un plano con menor inclinación que la recta L, respecto
al eje V, y que no cruce por el vértice del cono, entonces la sección que se genera es una
elipse.
Figura 3.6: Corte que genera una elipse
Parábola
Si se le hace un corte al cono con un plano que tenga la misma inclinación que la recta L
y que no cruce el vértice del cono, entonces la sección que se genera es una parábola.
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Figura 3.7: Corte que genera una parábola
Hipérbola
Si se le hace un corte al cono con un plano con mayor inclinación que la recta L, respecto
a la recta V, entonces la sección que se genera es una hipérbola.
Figura 3.8: Corte que genera una hipérbola
Además, mencionaremos una forma de generar un cono finito, el cual será utilizado para
que los estudiantes puedan observar de manera real la construcción de las secciones cónicas.
En geometŕıa se habla de un sólido conocido como cono circular recto que, a diferencia
del cono que genera las secciones cónicas, tiene una base circular, una sola cara que rodea
la base y termina en punta [Ospina, 2016]. Este cono circular recto se puede generar por
medio de la rotación de un triángulo rectángulo con un cateto horizontal y otro vertical.
El cateto horizontal y la hipotenusa giran alrededor del cateto vertical, el cual queda fijo,
hasta dar una vuelta completa [Ospina, 2016].
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Figura 3.9: Cono recto
Es importante mencionar que aunque las construcciones anteriores son entendibles, los
estudiantes realizaron en clase la construcción de los conos de una manera diferente, la
cual se describe en la sección 4.1.
3.2.2. Secciones cónicas definidas como lugares geométricos
Si se ubica la cónica en un plano cartesiano, los puntos del lugar geométrico se pueden
representar con una ecuación, la cual se denomina ecuación de un lugar geométrico
[Pérez, 2010]. Cada sección cónica tiene una caracteŕıstica que genera el respectivo lugar
geométrico, por consiguiente genera una ecuación caracteŕıstica.
Todas las secciones cónicas parten de una ecuación de segundo grado de la forma Ax2 +
Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 cuyos coeficientes A,B y C no son cero simultáneamente
y, dependiendo de algunas condiciones de los coeficientes, se puede conocer que tipo de
cónica representa la ecuación.
Si en la ecuación de grado 2, el coeficiente B = 0 entonces la ecuación resultante Ax2 +
Cy2 + Dx + Ey + F = 0 representa un lugar geométrico que siempre es una cónica con
ejes paralelos a los ejes coordenados x, y.
Si A = C entonces la ecuación representa una circunferencia.
Si A y C tienen el mismo signo, entonces la ecuación representa una elipse.
Si A · C = 0 pero A 6= C, entonces la ecuación representa una parábola.
Si A y C tienen diferente signo, entonces la ecuación representa una hipérbola.
Por otro lado, si en la ecuación de segundo grado B 6= 0, entonces la ecuación representa
alguna sección cónica con ejes oblicuos respecto a los ejes x, y. Para identificar cual sección
cónica representa la ecuación se tienen en cuenta los coeficientes A,B y C y las siguientes
condiciones:
Si B2 − 4AC < 0, entonces la ecuación puede representar una elipse.
Si B2 − 4AC = 0, entonces la ecuación puede representar una parábola.
Si B2 − 4AC > 0, entonces la ecuación puede representar una hipérbola.
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Observe que hemos escrito que puede representar alguna sección cónica, pues hay casos
en los que la figura se degenera en un punto, una recta o un par de rectas. Esto no pasó
cuando definimos las secciones cónicas como intersección del cono con planos, porque exi-
gimos que el plano NO pasara por el vértice del cono.
A partir de este momento nos centraremos en describir las secciones cónicas con su respec-
tiva definición como lugar geométrico y sus ecuaciones canónicas. Vale la pena aclarar que
referenciamos solo las ecuaciones canónicas de las secciones cónicas con ejes paralelos a los
ejes coordenados x, y, dado que ese es el nivel que se espera que alcancen los estudiantes
de grado décimo.
Circunferencia
La circunferencia se define como el conjunto de todos puntos del plano que equidistan de
un punto fijo llamado centro. La ecuación del lugar geométrico de la circunferencia con
centro (h, k) y radio r es (x− h)2 + (y − k)2 = r2.
Figura 3.10: Ecuación de circunferencia
Elipse
La elipse se define como el conjunto de puntos del plano tales que, la suma de sus distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.






= 1, con centro en
(h, k), a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud del semieje menor, esto
es a > b, y focos ubicados en (h− c, k) y (h + c, k) con c2 = a2 − b2.






= 1, con centro en
(h, k), a es la longitud del semieje menor y b es la longitud del semieje mayor,es decir
b > a, y focos ubicados en (h, k − c) y (h, k + c) con c2 = b2 − a2.
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
3.2. Marco Disciplinar 19
Figura 3.11: Ecuaciones de elipse
Parábola
La parábola es el lugar geométrico de los puntos del plano que están a igual distancia de
un punto fijo, llamado foco y de una recta dada, conocida como directriz. La distancia del
vétice al foco se nota por p.
La ecuación canónica de la parábola simétrica respecto a una recta paralela al eje
x y que abre hacia la derecha es (y − k)2 = 4p(x − h), con vértice (h, k), foco en
(h + p, k). La directriz de la parábola es la recta cuya ecuación es x = h− p.
La ecuación canónica de la parábola simétrica respecto a una recta paralela al eje x
y que abre hacia la izquierda es (y−k)2 = −4p(x−h). Donde el vértice se encuentra
en (h, k), el foco en (h− p, k). La directriz de la parábola es la recta cuya ecuación
es x = h + p.
La ecuación canónica de la parábola simétrica respecto a una recta paralela al eje
y y que abre hacia arriba es (x − h)2 = 4p(y − k), con vértice en (h, k), foco en
(h, k + p). La directriz de la parábola es la recta cuya ecuación es y = k − p.
La ecuación canónica de la parábola simétrica respecto a una recta paralela al eje
y y que abre hacia abajo es (x − h)2 = −4p(y − k), con vértice en (h, k), foco en
(h, k − p). La directriz de la parábola es la recta cuya ecuación es y = k + p.
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Figura 3.12: Ecuaciones de parábola horizontal
Figura 3.13: Ecuaciones de parábola vertical
Hipérbola
La hipérbola es el conjunto de puntos tales que, la diferencia de sus distancias a dos puntos
fijos, llamados focos, es constante. La recta que contiene el centro, los vértices y los focos
se conoce como eje focal.







centro en (h, k), vértices en (h− a, k) y (h + a, k), y focos en (h− c, k) y (h + c, k)
con c2 = a2 + b2.
Las aśıntotas son dos rectas que se aproximan a la hipérbola sin tocarla, pasan por
centro de la cónica y se extienden indefinidamente. Las aśıntotas se representan por
y − k = ba(x− h) y y − k =
−b
a (x− h).






= 1, con centro
en (h, k), vértices en (h, k − a) y (h, k + a), y focos en (h, k − c) y (h, k + c) con
c2 = a2 + b2.
Las aśıntotas se representan por y − k = ab (x− h) y y − k =
−a
b (x− h).
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Figura 3.14: Ecuación de hipérbola horizontal
Figura 3.15: Ecuación de hipérbola vertical
Podemos resumir las ecuaciones de las secciones cónicas, sus gráficas y sus elementos más
importantes en cuadros. Los estudiantes construyen cuadros similares a los siguientes, los
cuales se utilizan como la memoria auxiliar:
Circunferencia
Figura 3.16: Resumen Ecuaciones de Circunferencia
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Elipse
Figura 3.17: Resumen Ecuaciones de Elipse
Parábola
Figura 3.18: Resumen Ecuaciones de Parábola con vértice en el origen
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Figura 3.19: Resumen Ecuaciones de Parábola con vértice en (h,k)
Hipérbola
Figura 3.20: Resumen Ecuaciones de Hipérbola
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Por último, mencionaremos algunos aspectos básicos sobre la metodoloǵıa de enseñanza-
aprendizaje que se utilizará con los estudiantes durante el desarrollo del proyecto.
3.3. Marco didáctico
Curŕıculo Bimodal
El curŕıculo bimodal nace con la premisa de aprovechar al máximo el uso de herramien-
tas a las cuales tiene acceso el estudiante, implementarlas dentro del proceso de enseñanza-
aprendizaje y mejorar el desempeño, el rendimiento y la motivación de los estudiantes.
Esta metodoloǵıa es promovida por el profesor Pere Marqués de la Universidad Autónoma
de Barcelona. Marqués afirma que algunas de las caracteŕısticas más importantes de este
proceso son:
1. Establecer un glosario de términos que deben ser adoptados por el estudiante, im-
prescindibles para la comprensión de la temática tratada.
2. El profesor debe ser un comunicador que convenza y seduzca al estudiante para
obtener su atención y generar un impacto en él.
3. Implementar actividades en las cuales el estudiante practique la terminoloǵıa adqui-
rida en el primer punto.
4. Permitir el uso de herramientas de apoyo en la solución de actividades académicas.
5. Evaluar los conocimientos del estudiante aceptando el uso de material de soporte.
Este material puede ser sus apuntes de clase o herramientas tecnológicas.
De las caracteŕısticas anteriores podŕıamos deducir que el objetivo del curŕıculo bimo-
dal es conseguir que los estudiantes utilicen de forma efectiva y eficaz todos los recur-
sos a los cuales tienen acceso, ya sean f́ısicos o digitales, para mejorar su proceso de
enseñanza-aprendizaje y prepararlos para la realidad social que enfrentarán fuera de la
escuela [Graells and Álvarez Cánovas, 2014].
Cabe resaltar que es de vital importancia para el desarrollo de esta metodoloǵıa establecer
desde el primer momento un vocabulario claro y preciso, el cual el estudiante debe adop-
tar y utilizar con constancia. Lo que posteriormente le permitirá utilizar diferentes fuentes
de consulta, como libros, art́ıculos o medios digitales, para complementar la información
sobre la temática.
Los estudiantes comprenderán la importancia de buscar información de manera efectiva,
seleccionándola y organizándola, con el fin de implementarla mientras realizan actividades,
talleres, gúıas e incluso evaluaciones.
El curŕıculo bimodal plantea que los estudiantes deben tener acceso a toda la información
básica y necesaria para la construcción de su propio aprendizaje según su interés, siendo
autónomo e indagando para descubrir y emplear todos los recursos que le permitirán me-
jorar su rendimiento académico [de Diezmas and Graells, 2015].
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Además, el curŕıculo bimodal proporciona algunas herramientas que le permite al docente
organizar sus clases de tal manera que tenga claros los conceptos principales que deben
consolidar sus estudiantes, para trabajarlos de forma metódica, con ayuda de apuntes, de
forma colaborativa o con lápiz y papel; aśı como lo afirma el profesor Marqués: se trata
de trabajar estos conceptos varias veces en diferentes actividades para que los estudiantes
vayan interiorizando y consolidando para que el resultado en la evaluación sea mejor.
Este enfoque proporciona un esquema sencillo y claro de aplicar, ya que sirve para reorien-
tar el proceso de enseñanza-aprendizaje y mejorar el desarrollo de competencias asociadas
al trabajo cooperativo y al aprovechamiento de los apuntes de los estudiantes. Además,
la metodoloǵıa que se utiliza en el curŕıculo bimodal contribuye a reducir el fracaso y la
deserción escolar, ya que se puede utilizar en cualquier momento y no interfiere con el
curŕıculo oficial.
Otro de los aspectos que comprende la práctica del curŕıculo bimodal es que cada vez
que el estudiante tenga que resolver un problema, hacer una actividad práctica o hacer
una inferencia sobre un texto, hay que permitirle consultar sus apuntes o tener acceso a
internet. Pues de esta forma se está preparando para la sociedad que le correspondió vivir;
una sociedad en la cual no deben solucionar los problemas de memoria, sino en la que sean
capaces de utilizar toda la información y las herramientas que tienen a su disposición para
resolver cualquier dificultad.
Cabe aclarar que, la aplicación de este enfoque necesita que el docente haga uso de todas
las metodoloǵıas que considere necesarias como: explicaciones magistrales, actividades in-
dividuales, actividades grupales, presentación de trabajos y correcciones de los trabajos
realizados. Todas estas actividades deben estar acompañadas de la disposición de los es-
tudiantes utilizando como apoyo sus apuntes, libros o acceso a internet que es lo que se
define como la memoria auxiliar.
Basado en esto, la propuesta metodológica estará enfocada en que los estudiantes de grado
décimo del colegio Estanislao Zuleta I.E.D. logren mejorar su proceso de aprendizaje en
la temática de secciones cónicas, apoyados en las herramientas auxiliares, ya sean f́ısicas
o digitales, con las que cuenta la institución y los mismos estudiantes.
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
Caṕıtulo 4
Marco Metodológico
El presente Trabajo de Grado se desarrolló en el Colegio Estanislao Zuleta IED de la
localidad 5 de Usme con 30 estudiantes de grado Décimo (100) cuyas edades están com-
prendidas entre los 14 y 17 años, con un nivel socio-económico de estrato 1.
Los estudios cualitativos se utilizan por sus propiedades explicativas y su poder explo-
rativo y participativo del sujeto investigado 1, ya que ayudan a esclarecer los resultados
en investigaciones de tipo cuantitativo. Sin embargo, la investigación cuantitativa permite
realizar inferencias a partir de hallazgos de la investigación cualitativa como se pretende
en este trabajo [Sampieri, 2006].
Esta propuesta se implementó con una metodoloǵıa de investigación mixta porque se usa la
combinación entre el método cuantitativo y el método cualitativo. El enfoque cuantitativo
se utilizará en el transcurso del proyecto, ya que se recogerán datos numéricos por medio
de calificaciones de talleres y actividades que evidencien el desarrollo de los conceptos en
los estudiantes, para aśı, posteriormente aplicar análisis estad́ıstico con el fin de evaluar si
el curŕıculo bimodal mejora el proceso de enseñanza-aprendizaje del estudiante en el tema
tratado. Aśı mismo, se utilizará el enfoque cualitativo en el cual se tendrán en cuenta las
opiniones y sugerencias que los estudiantes expresen sobre las actividades y su visión so-
bre su proceso de aprendizaje. El docente apoyará el método cualitativo retroalimentando
los resultados obtenidos y las modificaciones que se puedan implementar a la secuencia
didáctica aplicada.
De tal manera que este trabajo está encaminado como una secuencia didáctica, en la
cual se aplican una serie de actividades que integran la teoŕıa matemática sobre secciones
cónicas y la aplicación de estos conocimientos en actividades prácticas por medio de as-
pectos importantes del curŕıculo bimodal. Esta integración se acerca a la definición dada
por Rincón (2004): “Una secuencia didáctica es una estructura de acciones e interacciones
intencionales y relacionadas entre śı, organizadas para alcanzar algún tipo de aprendizaje”.
Se desarrollarán diferentes actividades, dentro y fuera del aula, las cuales permitirán a los
estudiantes mejorar su proceso de enseñanza-aprendizaje. Además, las actividades conlle-
1Los positivistas adoptan como modelo de investigación el tomado de las ciencias naturales, buscan el
conocimiento de las causas mediante métodos como cuestionarios, inventarios y estudios demográficos que
le permiten el análisis estad́ıstico. El fenomenólogo, por el contrario busca la comprensión de los motivos
y creencias que están detrás de las acciones de las personas.
4.0. Marco Didáctico 27
varán a que los estudiantes generen el conocimiento de forma autónoma, por medio de
la práctica de los conceptos en la vida cotidiana. Por consiguiente, se permitirá el uso de
herramientas y apuntes con el fin de evitar la memorización de los conceptos y centrándose
en la aplicación de los mismos.
Como tipo de diseño de investigación según la estrategia metodológica se utilizará el diseño
experimental, debido a que el grupo de estudiantes seleccionado estará bajo determinadas
condiciones con el fin de observar los efectos que causa la aplicación del curŕıculo bimodal.
Es decir, que a partir de las actividades planeadas, los estudiantes serán orientados más
hacia la práctica, que a la memorización, para observar los cambios que se produzcan, ya
sean positivos o negativos.
Los talleres que se proponen permitirán a los estudiantes explorar el uso de procedimientos
mediante el uso de la memoria auxiliar con el fin de reconocer sus dificultades y la necesi-
dad de corregirlos para mejorar sus habilidades en el campo de las matemáticas. Además,
es importante la utilización de las competencias comunicativas necesarias en el aula para
fomentar el diálogo, la estimulación y la validación de conocimientos matemáticos.
El objetivo principal de este proyecto es brindar al estudiante la capacidad de desarrrollar
sus habilidades en las matemáticas y de aprender en forma responsable y autónoma con
la oportunidad de expresar sus fortalezas y debilidades frente a su proceso de aprendizaje,
aśı como incorporar herramientas que le sean útiles en el aula y fuera de ella.
La metodoloǵıa inicia con una actividad práctica en la cual los estudiantes diseñan cinco
(5) conos circulares en hojas iris. Posteriormente, se les indica que realicen diferentes ti-
pos de cortes que permitirá obtener las secciones cónicas. Sin embargo, serán los mismos
estudiantes quienes describan y deduzcan los nombres de las figuras que van apareciendo,
(ver sección 4.1)
El segundo taller consiste en aplicar la técnica de doblado de papel con hojas blancas o
de colores y a partir de las indicaciones dadas por el docente, los estudiantes hacen los
dobleces y registran la aparición de las secciones cónicas. Estas construcciones permiten
ver los elementos básicos de las secciones cónicas que, a su vez, permiten caracterizar las
secciones como lugares geométricos, (ver sección 4.1)
El tercer taller consiste en que los estudiantes conformen grupos que tendrán como misión
desplazarse por las instalaciones de la institución y realizar una búsqueda de elementos u
objetos que ellos crean que representan alguna de las secciones cónicas. Luego, compro-
barán si los objetos seleccionados se parecen a las construcciones realizadas, (ver sección
4.1)
En el cuarto taller los estudiantes realizan diferentes ejercicios algebraicos con el fin de
aprender a identificar los elementos, hallar la ecuación y construir la gráfica de la circun-
ferencia; análogamente los siguientes talleres (taller 5, 6 y 7) buscan estos tres aspectos
para las demás secciones cónicas.
Después se aplicarán pruebas de seguimento para identificar el avance en el proceso de
enseñanza-aprendizaje del tema por medio de evaluaciones. Esta actividad se divide en
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dos momentos: el primero los estudiantes resuelven una serie de preguntas con respuestas
de opción múltiple sin el uso de su memoria auxiliar. En el segundo momento, los estu-
diantes resuelven una serie de ejercicios de aplicación de secciones cónicas con ayuda de
la memoria auxiliar.
Por último, se pedirá a los estudiantes que expresen las fortalezas, debilidades y sugerencias
con respecto a las actividades planteadas. Con esto se tendrá en cuenta la perspectiva del
estudiante sobre la metodoloǵıa utilizada, por lo cual se realizará la auto y co-evaluación.
4.1. Descripción de las actividades de la secuencia didáctica
En esta sección se encontrará una descripción detallada sobre las actividades que com-
ponen la secuencia didáctica implementada en el colegio Estanislao Zuleta con los estu-
diantes de grado décimo, con el fin de facilitar el proceso de enseñanza aprendizaje de las
secciones cónicas en cada uno de los estudiantes. Además, se pretende que los docentes
interesados en usar esta secuencia didáctica tengan la noción de los propósitos y objetivos
con los cuales se diseñaron las actividades.
Cabe recordar que el objetivo general del proyecto planteado es desarrollar una secuen-
cia de actividades para trabajar con los estudiantes de grado décimo del colegio
Estanislao Zuleta las secciones cónicas usando la metodoloǵıa del curŕıculo bi-
modal. Por lo cual, a través de las actividades programadas y descritas a continuación,
se espera contribuir de forma precisa a este objetivo. Aśı que, durante la explicación de
cada una de las actividades también se hará una proyección de como dicha actividad crea
un peldaño para alcanzar la meta general.
Por último, se determinarán aspectos importantes que contribuyan al desarrollo óptimo de
la actividad. Por ejemplo, duración, materiales, soporte teórico y metodológico, entre otras.
ACTIVIDAD UNO: IDENTIFICACIÓN DE SECCIONES CÓNICAS
Una de las bases de la escuela nueva y del curŕıculo bimodal es el desarrollo del proceso
de enseñanza aprendizaje por medio de la construcción de los conceptos temáticos a través
de situaciones cotidianas. Por medio de la actividad el docente crea un medio de interac-
ción para que el estudiante sea el actor principal y genere un conocimiento (aprendizaje
por adaptación).
En pocas palabras, lo que se desea con la siguiente actividad es que el docente no sea un
canal directo de enseñanza, sino que el estudiante por medio de la experiencia genere el
conocimiento.
Basados en esto, la primera actividad, la cual se considera la presentación del tema a
desarrollar, se denominó Identificación de las secciones cónicas. La cual consiste en
la construcción del cono en papel y realización de cortes en el cono, para aśı observar las
regiones que se generan.
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ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Cada estudiante tiene cinco (5) hojas de papel iris. Cada hoja se toma de manera horizontal
y se dobla por la mitad, marcando el doblez. Posteriormente, con la hoja abierta, se lleva la
esquina inferior derecha hacia el doblez hecho previamente, como si se enrrollara el papel
para formar un tubo (Ver Figura 4.1).
Figura 4.1: Construcción hecha por los estudiantes
La esquina inferior izquierda se dobla por la cara frontal de la hoja, de esta manera se
obtiene una figura similar a una manga pastelera. Por último, se corta el sobrante para
obtener un objeto cercano a un cono circular recto (Ver Figura 4.2).
Figura 4.2: Construcción hecha por los estudiantes
Cada estudiante tomó un cono y realizó un corte horizontal con las tijeras, el cual simulaba
el corte que haŕıa un plano paralelo a la base del cono. Se le pidió al estudiante que
observara la región resultante después de hacer el corte. Posteriormente se le pidió describir
lo observado, por medio de palabras, dibujos o representaciones que crean convenientes.
Se obtuvieron resultados similares a la siguiente imagen:
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Figura 4.3: Circunferencia hecha por los estudiantes
Seguidamente, cada estudiante tomó un segundo cono y realizó un corte diagonal, con la
tijeras, que no pasara por la base del cono, el cual simulaba el corte que haŕıa un plano con
inclinación menor a la generatriz del cono. De nuevo, tomaron nota de las observaciones.
Se obtuvieron resultados similares a la siguiente imagen:
Figura 4.4: Elipse hecha por los estudiantes
Procediendo de similar manera con un tercer cono, cada estudiante realizó un corte dia-
gonal, pero que esta vez śı atraviese la base, este corte simulaba lo que haŕıa una plano
con la misma inclinación de la generatriz. Se les pidió que escriban o dibujen lo que están
observando. Se obtuvieron resultados similares a la siguiente imagen:
Figura 4.5: Parábola hecha por los estudiantes
Con los dos conos restantes se procede a crear una sola figura, aśı que cada estudiante
unió el par de conos al pegar las puntas con cinta. Luego, realizaron un corte vertical
sobre el nuevo cuerpo creado para simular el corte que haŕıa un plano con una inclinación
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mayor a la generatriz del cono. Otra vez se les pidió que tomaran las notas convenientes.
Se obtuvieron resultados similares a la siguiente imagen:
Figura 4.6: Hipérbola hecha por los estudiantes
Como mecanismo de participación, el docente motivó a algunos estudiantes a que comu-
niquen al grupo sus observaciones durante la actividad, incluso que muestren las figuras
que observaron. Luego, se fomentó la discusión, argumentación y posterior convenio en las
cuatro figuras observadas. Vale la pena mencionar que, a pesar de que las figuras presen-
tan unas puntas”, debido en parte, al doblez del papel, son una aproximación visual a las
curvas.
Por medio de preguntas orientadoras, el docente guió la discusión para nombrar las figuras
y aśı cerrar la introducción al tema de secciones cónicas. Algunas preguntas que se sugieren
son:
¿Ha visto antes alguna de esas figuras?
¿Conoce el nombre de alguna de esas figuras?
¿Esas figuras se asemejan a algún objeto conocido? ¿A cuál?
¿Qué nombre le daŕıa a cada figura?
Materiales
Papel iris (5 hojas), cinta, tijeras, bitácora, lápiz, esfero, colores.
Duración
Una sesión de 2 horas.
ACTIVIDAD DOS: CONSTRUCCIÓN DE SECCIONES CÓNICAS
En los últimos años el origami (doblado de papel) ha sido una herramienta utilizada
en la didática de las matemáticas, permitiendo métodos diferentes a los tradicionales para
el proceso de enseñanza-aprendizaje de esta ciencia.
Después de conocer los elementos (secciones cónicas) que vamos a estudiar, procedemos
a hacer identificación de los mismos en diferentes contextos. Para iniciar procedemos a la
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construcción de las secciones cónicas por medio del doblado de papel.
En la siguiente actividad se usarán técnicas de origami relacionadas con algunos de los
postulados de geometŕıa enunciados por Euclides. Esto se hace con el fin de asociar la
teoŕıa matemática a la actividad de doblado de papel.
En este caso el docente guiará los pasos para obtener la circunferencia y la elipse por medio
de doblado de papel. Los pasos expĺıcitos se encuentran en el Taller No. 2.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
El docente mostró tres (3) pliegues básicos (axiomas) que posteriormente permitieron
la construcción de las secciones cónicas iniciales (circunferencia y elipse).
Axioma 1. Dados dos puntos P1 y P2, se puede hacer un doblez que pasa por el par de
puntos.
Axioma 2. Dados dos puntos P1 y P2, se puede hacer un doblez que lleva a P1 sobre P2.
Axioma 3. Dadas dos ĺıneas (pliegues) l1 y l2, se se puede hacer un tercer pliegue que
coloque a l1 sobre l2.
Ahora bien, cabe aclarar que las construcciones que se hicieron generaron puntos discretos
de las secciones cónicas y a partir de este conjunto de puntos, definir la figura como lugar
geométrico. Basado en [Santa and Jaramillo, 2010].
Siguiendo los pasos que se encuentran en el taller (pasos 1a hasta 1h) se construyó una
circunferencia. Además, estos mismos pasos permitieron encontrar que desde el punto O a
todos los puntos P hay la misma distancia, por lo cual se pudo deducir que esa distancia
es el radio de la circunferencia construida. A continuación vemos dos de los resultados de
esta actividad.
Figura 4.7: Circunferencia hecha en doblado de papel por los estudiantes
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Como se verá con más detalle en el taller 2 (ver sección 4.2) las otras tres secciones cónicas
parten de la construcción de la circunferencia.
Para la construcción de la elipse, vamos a dibujar una circunferencia en la hoja de papel y
marcaremos la mayor cantidad de puntos posisbles sobre la curva. Posteriormente, segui-
mos los pasos 2a hasta 2g del Taller No. 2 para construir la elipse. Estos pasos permiten
encontrar la caracteŕıstica, como lugar geométrico de la elipse, ya que se midieron los seg-
mentos MP , OM y ON para notar que OM +MP = OP (ver sección 4.2) y aśı concluir
que la elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos es constante.
Figura 4.8: Elipse hecha en doblado de papel por los estudiantes
Por medio de preguntas orientadoras y de discusión en grupo, se incentivó a los estudiantes
a describir las particularidades que tiene la figura construida. De esta manera los estu-
diantes llegaron a la caracterización de la circunferencia y la elipse como lugar geométrico.
Materiales
Papel iris u hojas origami (2 hojas por estudiante), colores o marcadores, bitácora, lápiz,
esfero.
Duración
Una sesión de 2 horas.
ACTIVIDAD TRES: CONSTRUCCIÓN DE SECCIONES CÓNICAS
Siguiendo el hilo de la actividad anterior, construiremos las dos secciones cónicas res-
tantes (Parábola e Hipérbola). Vale la pena resaltar dos anotaciones importantes: la prime-
ra, para iniciar la construcción de ambas curvas necesitamos algunos axiomas adicionales
y la segunda, la construcción de la hipérbola parte de dibujar una circunferencia en la
hoja de papel (ver sección 4.2).
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ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Como se mencionó anteriormente, el docente incluirá un axioma más para construir
las secciones cónicas restantes.
Axioma 4. Dado un punto P1 y una ĺınea l1, se puede hacer un doblez que pone a l1
sobre śı misma y pasa por P1.
Al seguir los pasos que se encuentran en el Taller No. 3 (pasos a hasta d) se construye una
parábola. Además, estos mismos pasos permiten encontrar que los segmentos QR y PR
(ver sección 4.2) son iguales, para concluir que la parábola es el conjunto de puntos que
equidistan de un punto fijo y una recta.
Figura 4.9: Parábola hecha en doblado de papel por los estudiantes
De forma análoga a la parábola, seguimos los pasos 2a hasta 2d del Taller No. 3 para cons-
truir la hipérbola. Por medio de la consecución de esos pasos se llega a la caracteŕıstica,
como lugar geométrico de la hipérbola, ya que se midieron los segmentos PM ,QM y OM
para notar que PM − OM = QM y aśı concluir que la hipérbola es el lugar geométrico
de los puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos es constante.
Figura 4.10: Hipérbola hecha en doblado de papel por los estudiantes
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El docente guió la discusión por medio de preguntas orientadoras para incentivar a los
estudiantes a describir las particularidades que tiene la figura construida. De esta mane-
ra los estudiantes llegaron a la caracterización de la parábola y la hipérbola como lugar
geométrico.
Por último, se le pidió al estudiante que cree una o varias tablas iguales o similares a la
siguiente:
Las tablas anteriores se nombraron como memoria auxiliar. Veamos algunos ejemplos:
Figura 4.11: Memoria auxiliar hecha por los estudiantes
De esta manera, se concluye la construcción de las secciones cónicas y se introduce el
uso de elementos importantes en la construcción e identificación de las secciones, para
encaminar las posteriores actividades.
Figura 4.12: Memoria auxiliar hecha por los estudiantes
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Figura 4.13: Memoria auxiliar hecha por los estudiantes
Figura 4.14: Memoria auxiliar hecha por los estudiantes
Materiales
Papel iris u hojas origami (2 hojas por estudiante), colores o marcadores, bitácora, me-
moria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Una sesión de 2 horas.
ACTIVIDAD CUATRO: SECCIONES CÓNICAS EN EL CONTEXTO REAL
Ahora que los estudiantes reconocen visualmente las secciones cónicas, su construc-
ción, su definición como lugar geométrico y sus elementos básicos, la siguiente actividad
consistirá en encontrar figuras en el contexto real y clasificarlas según las caracteŕısticas
definidas.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
En la presente actividad los estudiantes se organizaron en grupos para explorar las
instalaciones del colegio en búsqueda de figuras que a simple vista sean similares a las sec-
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ciones cónicas. Cada grupo encontró al menos dos figuras por cada sección cónica, es decir
8 figuras en total. Posterior a la selección de las ocho figuras, cada grupo debe identificar
los elementos importantes de cada figura candidata a sección cónica.
Con la figura y los elementos caracteŕısticos, los estudiantes verificaron que las figuras
cumplen las definiciones obtenidas en las actividades 2 y 3, para esto se pueden usar
las memorias auxiliares desarrolladas anteriormente. Más precisamente, si un grupo
de estudiantes encuentra una figura similar a una circunferencia, este debe grupo fijar el
punto candidato a centro y el posible radio. Por medio de la herramienta de medición
(metro, regla, flexómetro) el grupo verifica que cada punto de la figura está a la misma
distancia del centro, aśı la figura cumple (o incumple) la definición como lugar geométrico
de la circunferencia.
Figura 4.15: Estudiantes midiendo objetos
Algunas figuras que encontraron los estudiantes fueron: el aro de la cancha de balonces-
to y letras “O”de los carteles, las cuales asociaron a la circunferencia. Para las elipses
encontraron ojos en los dibujos de personajes o los bordes de la camilla de primeros au-
xilios, para las parábolas usaron la cerradura de los candados o la parte posterior de las
sillas estudiantiles, mientras que para las hipérbolas no encontraron ningún elemento que
pudieran asociar.
Figura 4.16: Objetos encontrados por los estudiantes
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Es importante resaltar que esta actividad puede generar algunos problemas. En el caso
descrito anteriormente se pueden encontrar dificultades como: escoger mal el candidato a
punto centro, uso incorrecto de la herramienta de medición, imprecisión en la medición de
distancias, entre otros. Es en ese momento cuando la figura de gúıa que tiene el docente
investigador cobra fuerza, es el docente quien debe encaminar a los estudiantes para sor-
tear la dificultad y dar posibles soluciones al obstáculo.
Por último, cada estudiante plasmó en su bitácora los resultados obtenidos en la actividad
como evidencia de la misma. El estudiante explicó las conclusiones que dejó el ejercicio de
exploración del colegio. Algunas conclusiones que se esperan son: las figuras que cumplen o
incumplen con las caracteŕısticas de sección cónica, las dificultades del ejercicio, preguntas
que genera el ejercicio o cualquier otro comentario pertinente frente a la actividad.
Materiales
Herramientas de medición (metro, regla, flexómetro), colores o marcadores, bitácora, lápiz,
esfero.
Duración
Una sesión de 2 horas.
ACTIVIDAD CINCO: MEDICIÓN DE ELEMENTOS IMPORTANTES
En la actividad inmediatamente anterior, los grupos conformados encontraron figuras
que parece tienen la forma de las secciones cónicas. Ahora encontrarán los elementos ca-
racteŕısticos (centro, radio, foco, vértice, directriz) según corresponda. Lo anterior con el
propósito de hacer un acercamiento a la deducción de las ecuaciones de cada sección cónica.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Cada grupo analizó a profundidad las figuras que parećıan coincidir con las cónicas de
la actividad anterior. De esta manera comprobaron que sus conclusiones fueron correctas.
El docente asignó a cada grupo otras figuras que son secciones cónicas. Aśı, los grupos
repitieron el ejercicio de identificación de elementos importantes.
Por medio de este par de ejercicios, los estudiantes hacen un acercamiento a las ecuaciones
canónicas de las secciones cónicas. Se espera que por medio de preguntas orientadoras, los
estudiantes usen los elementos representativos de cada sección, las medidas obtenidas y
las definiciones de lugares geométricos para traducir estas caracteŕısticas en expresiones
matemáticas que acerquen a las ecuaciones de cada sección cónica.
Por ejemplo, teniendo en cuenta que la circunferencia se definió como todos los puntos que
equidistan de un punto llamado centro, los grupos deben tomar el punto central de cada
circunferencia, hallar la distancia entre el centro y los puntos de la circunferencia (radio),
y usar la definición mencionada anteriormente, para deducir o acercarse a la ecuación de
la circunferencia centrada en (0, 0) x2 + y2 = r2, donde x e y representan las coordenadas
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
4.1. Marco Didáctico 39
de los puntos y r es el radio medido.
Para la elipse, se les pidió a los estudiantes que ubiquen los focos (F1, F2) y un punto de
la figura P , esto con el fin de medir la distancia entre el punto y cada uno de los focos
(dos distancias). Después midieron la distancia entre los vértices, esta distancia la nom-
braremos a. Por último, se les pidió que verifiquen que d(P, F1) + d(P, F2) = 2a. Para la
hipérbola se hizo un análisis similar al anterior, solo que la propiedad que se verifica es
d(P, F1)− d(P, F2) = 2a.
Para finalizar, en la parábola usamos la definición de lugar geométrico d(P, F ) = d(P,D)
donde P es un punto de la parábola, F es el foco y D la directriz.
Con las relaciones halladas anteriormente se deducirán las ecuaciones canónicas de cada
curva en una actividad posterior, pues todav́ıa no se han ubicado en un plano coordenado.
Materiales
Herramientas de medición (metro, regla, flexómetro), colores o marcadores, bitácora, me-
moria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Dos sesiones de 2 horas cada una.
ACTIVIDAD SEIS: DEDUCCIÓN ECUACIONES CANÓNICAS
Las metas que se esperan alcanzar con cada estudiantes con las primeras 5 actividades
son: identificar el origen de las secciones cónicas, reconocimiento de las curvas representati-
vas de cada sección y establecer la definición de cada sección cónica como lugar geométrico.
En las siguientes actividades se planea que los estudiantes apliquen los conocimientos
previos para deducir las ecuaciones canónicas de cada sección, y que además, usen las
ecuaciones obtenidas para resolver problemas propios de la matemática y de otras disci-
plinas.
Otro resultado que se espera alcanzar es la alfabetización de los estudiantes en matemáti-
cas, es decir, que cada uno de los estudiantes use dentro de sus expresiones orales los
conceptos correctos de cada sección cónica y cada elemento que la compone.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Circunferencia
Para este ejercicio cada grupo usó las figuras que seleccionó en la actividad 5 (Taller
No. 2). Para iniciar tomaron las circunferencias que encontraron.
Los estudiantes ubicaron una de las circunferencias sobre el plano cartesiano, de tal manera
que el centro de la circunferencia coincida con el origen del plano.
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Posteriormente los estudiantes midieron el radio, ubicaron el punto sobre la circunferencia
y encontraron sus coordenadas.
El docente guió a cada grupo para hallar las coordenadas del punto seleccionado, por
medio de la construcción de un triángulo rectángulo adentro de la circunferencia.
A partir de la figura se espera que los estudiantes utilicen el teorema de Pitágoras para
deducir la ecuación de la circunferencia. Además, deben comprobar la ecuación hallada
utilizando los cuatro puntos de intersección entre la circunferencia y los ejes del plano
cartesiano.
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De forma análoga, se plantea el problema en el cual la circunferencia no está centrada
en el origen del plano cartesiano. Se espera que, con un análisis similar al anterior, los
estudiantes encuentren la ecuación de la circunferencia con centro (h, k).
Elipse
A continuación los estudiantes trabajaron con las elipses. Al igual que la circunferencia,
los estudiantes ubicaron las curvas sobre el plano cartesiano, de tal forma que el centro de
la elipse coincida con el origen del plano.
Posteriormente los estudiantes ubicaron los focos F1, F2 y tomaron un punto P sobre la
elipse. A continuación, midieron las distancias PF1 y PF2 y la distancia entre los vértices
V1, V2 y aśı verificar que esta última distancia es 2a.
A partir de la relación d(P, F1)+d(P, F2) = 2a encontrada en la actividad 5 (Taller No. 2),
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se deduce la ecuación de la elipse. Dado que en el paso anterior encontramos las distancias
necesarias, aplicamos los procedimientos algebraicos para encontrar la ecuación deseada.
d(P, F1) + d(P, F2) = 2a√
(x + c)2 + y2 +
√
(x− c)2 + y2 = 2a
(
√
(x + c)2 + y2)2 = (2a−
√
(x− c)2 + y2)2
4xc− 4a2 = −4a
√
(x− c)2 + y2
(4xc− 4a2)2 = (−4a
√
(x− c)2 + y2)2
Es de vital importancia el acompañamiento del docente durante la deducción de la ecua-
ción, ya que en algunos pasos del desarrollo hay que realizar procedimientos que no son
evidentes a simple vista.
x2c2 − 2xca2 + a4 = a2(x− c)2 + a2y2
x2c2 + a4 = a2x2 + a2c2 + a2y2
x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2)






= 1 con a > b
De forma análoga, se plantea el problema en el cual la elipse no está centrada en el origen
del plano cartesiano. Se espera que, con un análisis similar al anterior, los estudiantes






= 1 con a < b
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Materiales
Herramientas de medición (metro, regla, flexómetro), colores o marcadores, bitácora, me-
moria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Dos sesiones de 2 horas cada una.
ACTIVIDAD SIETE: DEDUCCIÓN ECUACIONES CANÓNICAS
Esta actividad es la continuación de la deducción de las ecuaciones canónicas de las sec-
ciones cónicas. Para esta parte, se hallarán las ecuaciones de la parábola y de la hipérbola,
las dos curvas restantes.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Parábola
Los estudiantes iniciaron esta actividad con las figuras que asociaron a parábolas, por
lo cual ubicaron la figura de tal manera que el vértice de la parábola coincida con el origen
del plano cartesiano.
A continuación, los estudiantes ubicaron la directriz D, el foco F y un punto P sobre la
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parábola. Y aśı, encontrar las distancias PD y PF .
Ahora, los estudiantes encontraron la expresiones matemáticas de las distancias PD y
PF , para usar la definición dada en la actividad 5 (Taller No. 3).
d(P, F ) =
√
x2 + (y − p)2
d(P,D) = y + p
Por último, se resolvió la expresión matemática por medio del álgebra, para aśı obtener la
ecuación canónica de la parábola. Además, los estudiantes tomaron el vértice y dos puntos
más sobre la parábola para comprobar la ecuación.
Se hizo una discusión entre los grupos para reconocer las diferentes ecuaciones de la parábo-
la respecto a su posición en el plano.
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Hipérbola
Por último, se trabajó con las hipérbolas. De manera similar a la elipse, se ubicó la
figura sobre el plano cartesiano, de tal manera que el centro de la hipérbola coincida con
el origen del plano.
A partir de la relación d(P, F1) − d(P, F2) = 2a, encontrada en la actividad 5 (Taller
No. 3), se deduce la ecuación de la hipérbola. De nuevo, en este paso es importante el
acompañamiento intensivo del docente para que los grupos hallen la ecuación deseada.
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d(P, F1)− d(P, F2) = 2a√
(x + c)2 + y2 −
√
(x− c)2 + y2 = 2a
(
√
(x + c)2 + y2)2 = (2a +
√
(x− c)2 + y2)2
xc− 2a2 = a
√
(x− c)2 + y2
Es de vital importancia el acompañamiento del docente durante la deducción de la ecua-
ción, ya que en algunos pasos del desarrollo hay que realizar procedimientos que no son
evidentes a simple vista.
(xc− a2)2 = (a
√
(x− c)2 + y2)2
x2(c− a)2 − a2y2 = a2(c2 − a2)







Además, se formuló el problema en el cual la hipérbola no está centrada en el origen del
plano cartesiano.
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Herramientas de medición (metro, regla, flexómetro), colores o marcadores, bitácora, me-
moria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Dos sesiones de 2 horas cada una.
ACTIVIDAD OCHO: APLICACIÓN DE LA MEMORIA AUXILIAR
Esta parte de la secuencia didáctica está compuesta por varios talleres. El propósito de
esta sesión es que los estudiantes apliquen los conocimientos adquiridos en las actividades
anteriores y utilicen la memoria auxiliar para resolver diferentes ejercicios y problemas,
algunos desde la matemática y otros de diferentes disciplinas. Recordemos que la inten-
ción primaria del trabajo es que los estudiantes se centren en la solución de ejercicios
relacionados con secciones cónicas sin preocuparse por la memorización de las ecuaciones
correspondientes.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
Los estudiantes resolvieron 5 talleres (Taller No 5 - Taller No 9) cada uno en diferen-
tes sesiones. Los primeros cuatro talleres se caracterizan por evaluar una sección cónica
en particular: circunferencia -Taller No 5, elipse - Taller No 6, parábola - Taller No 7
e hipérbola - Taller No 8. Además, estos cuatro talleres están diseñados para que los
estudiantes practiquen cómo usar la memoria auxiliar para hallar ecuaciones canónicas,
encontrar los elementos importantes de cada sección y graficar las correspondientes curvas.
El último taller (Taller No 9) está compuesto por variadas situaciones problemas de dis-
ciplinas diferentes a las matemáticas. Esto permitirá que los estudiantes noten la utilidad
de las secciones cónicas en contextos de otras ramas de conocimiento y a su vez, apliquen
estos conocimientos en análisis y solución de problemas. Por último, se espera que la me-
moria auxiliar tome importancia para que los estudiantes centren su esfuerzo en el análisis
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y resolución del problema sin preocuparse por la memorización de ecuaciones.
En esta actividad se tendrá en cuenta la forma en que el estudiante utiliza la memoria
auxiliar y si le es benefica para mejorar su proceso de enseñanza-aprendizaje.
Materiales
Talleres, colores o marcadores, bitácora, memoria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Cinco sesiones de 2 horas cada una.
ACTIVIDAD NUEVE: ACTIVIDAD FINAL
Uno de los objetivos del trabajo es Evaluar los resultados obtenidos con la apli-
cación de la metodoloǵıa del curŕıculo bimodal. Por ende, es necesario diseñar una
actividad final en la cual los estudiantes pongan a prueba los conocimientos adquiridos y
al mismo tiempo analizar si fue o no útil el trabajo desarrollado con la memoria auxiliar.
ESTRUCTURA DE LA ACTIVIDAD
El Taller No 10 está diseñado como examen final de la temática de secciones cónicas.
En este examen se evalúan los conocimientos adquiridos por los estudiantes, el uso de la
memoria auxiliar y la solución de ejercicios relacionados con secciones cónicas.
La actividad está diseñada en dos partes: La primera parte son cuatro preguntas de selec-
ción multiple con única respuesta. En esta parte se pregunta sobre aspectos básicos de las
secciones cónicas, por lo cual NO se permite el uso de la memoria auxiliar. Las preguntas
se tomaron de exámenes de admisión a universidades y no están planteadas para la me-
morización de las ecuaciones de las secciones cónicas, solo para el análisis e identificación
de aspectos básicos de las curvas, por lo cual es innecesrio el uso de la memoria auxiliar.
El tiempo dedicado a esta parte de la actividad es de 30 minutos.
La segunda parte consta de 6 preguntas abiertas. En estos ejercicios se le pide al estudiante
que encuentre ecuaciones canónicas, halle los elementos básicos de las secciones cónicas
o grafique las correspondientes curvas, a partir de algunos datos necesarios y suficientes
para desarrollar los respectivos ejercicios. Dada la forma en que se presentan los puntos
del examen se permite el uso de la memoria auxiliar por parte de los estudiantes, ya que
necesitarán más que el análisis para resolver a cabalidad lo que pide cada punto. El tiempo
dedicado a esta parte de la actividad es de 90 minutos.
Por medio de esta actividad en dos partes se espera medir el nivel de éxito en la resolución
de ejercicios relacionados con secciones cónicas. Como se puede notar, en la primera parte
se evaluó si los estudiantes pueden identificar las ecuaciones, aśı como algunos elementos
básicos (centro, vértices, eje mayor, eje menor) sin la memoria auxiliar y en la segunda
parte se evaluó si los estudiantes pueden resolver ejercicios completos de secciones cónicas
con la memoria auxiliar, aśı es posible dar conclusiones y decidir si es o no relevante el
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uso de la memoria auxiliar.
Materiales
Taller final, memoria auxiliar, lápiz, esfero.
Duración
Una sesión de 2 horas.
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4.2. Talleres
TALLER No.1 IDENTIFICACIÓN DE SECCIONES CÓNICAS
OBJETIVO: Identificar y clasificar las secciones cónicas a partir de cortes en un cono.
MATERIALES: Hojas iris, tijeras, cinta transparente, lápiz, colores, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Doble cada hoja iris de tal manera que obtenga un cono, péguelo con cinta y recorte
el sobrante de la hoja iris.
2. Elija uno de los conos y realice un corte paralelo a la base del cono.
3. Describa con sus palabras la figura que se obtiene.
4. Elija un segundo cono y realice un corte inclinado que NO pase por la base del cono.
5. Describa con sus palabras la figura que se obtiene.
6. Elija un tercer cono y realice un corte inclinado que pase por la base del cono.
7. Describa con sus palabras la figura que se obtiene.
8. Tome los dos conos restantes, únalos con cinta por las puntas y realice un corte
perpendicular a la base del cono.
9. Describa con sus palabras la figura que se obtiene.
10. Dibuje cada uno de los conos con sus respectivos cortes y nombre correctamente las
figuras obtenidas.
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TALLER No.2 CONSTRUCCIÓN E IDENTIFICACIÓN DE SECCIONES
CÓNICAS
OBJETIVO: Construir las secciones cónicas por medio de doblado de papel y
establecer su definición como lugar geométrico.
MATERIALES: Hojas de origami, colores, regla, bitácora.
ACTIVIDADES:
Para la presente actividad enunciaremos tres pliegues básicos que llamaremos axiomas, los
cuales serán los pasos necesarios que nos permitirán construir las dos primeras secciones
cónicas.
Axioma 1: Dados dos puntos P1 y P2 se puede hacer un doblez que pasa por ese par de
puntos.
Axioma 2: Dados dos puntos P1 y P2 se puede hacer un doblez que lleva a P1 sobre P2.
Axioma 3: Dadas dos ĺıneas (pliegues) l1 y l2, se puede hacer un tercer pliegue que coloque
a l1 sobre l2.
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1. Construyamos una circunferencia
a) Tome una hoja de papel y córtela de tal manera que obtenga un cuadrado.
b) Por medio del Axioma 1, construya las diagonales del cuadrado.
c) Aplique el Axioma 3 con los lados paralelos de la hoja cuadrada. Aśı obtendrá
dos rectas que unen los puntos medios de los bordes opuestos de la hoja.
d) Nombre los extremos de los pliegues obtenidos y el centro donde se intersectan
todas las rectas.
e) Aplique el Axioma 3 llevando el doblez AC sobre el doblez EG para obtener el
doblez IM .
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f ) Repita el paso anterior con cada uno de los dobleces obtenidos hasta generar
una figura como la siguiente.
g) Dibuje un punto P sobre uno de los dobleces, diferente al punto central O. Por
medio de traslaciones del punto P hacia los otros pliegues se garantiza que la
distancia entre P y O se mantenga constante.
h) Según la distancia del centro a cada uno de los puntos trasladados, describa
una caracteŕıstica fundamental de la circunferencia.
2. Construyamos un elipse.
a) Al igual que la circunferencia, empezaremos con una hoja cuadrada.
b) En esta hoja dibuje un circunferencia, marque el centro O y un punto P interior
a la circunferencia y diferente del centro.
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c) Ubique varios puntos sobre la circunferencia. Nombre los puntos desde P1 hasta
Pn con n =número máximo de puntos marcados.
d) Aplique el Axioma 2 con el punto P y cada uno de los puntos Pn. Debe obtener
una figura similar a la siguiente.
e) Tome un punto sobre la circunferencia inicial y llámelo N . Trace la recta ON
y aplique el Axioma 2 con los puntos P y N (ĺınea roja).
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f ) Tome el punto intersección entre el segmento ON y el pliegue rojo. Llame al
punto de intersección M y trace el segmento PM .
g) Según los puntos de la figura y los segmentos trazados, describa una carac-
teŕıstica fundamental de la elipse.
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TALLER No.3 CONSTRUCCIÓN E IDENTIFICACIÓN DE SECCIONES
CÓNICAS
OBJETIVO: Construir las secciones cónicas por medio de doblado de papel y
establecer su definición como lugar geométrico.
MATERIALES: Hojas de origami, colores, regla, bitácora.
ACTIVIDADES:
Para la presente actividad enunciaremos un pliegue básico adicional.
Axioma 4: Dados un punto P1 y una ĺınea l1 se puede hacer un doblez que pone a l1 sobre
śı misma y pasa por el punto P1.
1. Construyamos una parábola.
a) Tome una hoja iris. Aplique el Axioma 1 para construir una recta L sobre la
hoja y sobre esta ubique la mayor cantidad de puntos posibles. Seleccione un
punto cualquiera y nótelo como Q. Ubique un punto exterior a L y llámelo P .
b) Aplique el Axioma 2 para encontrar un pliegue que sobreponga el punto P
en el punto Q, este doblez lo notaremos como K. Repita este paso con cada
uno de los puntos marcados sobre la recta L, hasta obtener una figura como la
siguiente.
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c) Aplique el Axioma 4 con la recta L y el punto Q. Al punto de intersección entre
el pliegue anterior y el segmento K lo llamaremos R.
d) Según los puntos de la figura y los segmentos trazados, describa una carac-
teŕıstica fundamental de la parábola.
2. Construyamos una hipérbola
a) Tome un hoja, dibuje una circunferencia y ubique la mayor cantidad de puntos
sobre la circunferencia, estos puntos se notarán como Pn. Marque un punto P
exterior a la circunferencia.
b) Aplique el Axioma 2 sobre cada uno de los puntos Pn y el punto exterior P . Al
terminar los pliegues obtendrá una figura como la siguiente.
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c) Tome un punto cualquiera Q sobre la circunferencia, trace el segmento PQ y
el diámetro que pasa por el segmento OQ. A continuación, aplique el Axioma
2 con los puntos P y Q. El punto intersección entre este último pliegue y el
diámetro OQ lo notaremos M .
d) Según los puntos de la figura y los segmentos trazados, describa una carac-
teŕıstica fundamental de la hipérbola.
3. Complete la siguiente tabla:
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
4.2. Marco Didáctico 59
TALLER No.4 SECCIONES CÓNICAS EN EL CONTEXTO REAL
OBJETIVO: Identificar y clasificar las secciones cónicas que se encuentran en su
contexto.
MATERIALES: Herramientas de medición (metro, regla, flexómetro), colores o
marcadores, lápiz o esferos, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Organice un grupo de exactamente 5 personas.
2. En grupo salgan a buscar figuras u objetos que se asemejen a las secciones cónicas
trabajadas en talleres anteriores. Al menos dos figuras por cada sección cónica y no
deben coincidir con las figuras de otros grupos.
3. Tome cada una de las figuras encontradas y clasifiquelas según la sección cónica a la
que corresponda.
4. Tome cada figura clasificada y determine los elementos importantes según la sección
cónica.
5. Por medio de su herramienta de medición, verifique que cada figura cumpla con los
elementos importantes y la definición de lugar geométrico correspondiente.
6. Determine cuántas y cuáles de las figuras encontradas son secciones cónicas y cuales
no. Explique porque en cada caso.
7. Después de la discusión en clase, complete la tabla iniciada en el taller No. 3.
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TALLER No.5 CIRCUNFERENCIA
OBJETIVO: Relacionar de manera correcta la ecuación de la circunferencia con el
centro, el radio y su gráfica.
MATERIALES: Colores o marcadores, lápiz o esferos, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Escriba la ecuación de cada circunferencia y luego trace la gráfica.
a) C(3,−2); r = 4
b) C(−1, 6); r = 3
c) C(0, 0); r = 32
d) C(−5,−3); r = 2
e) C(27 ,
−8
3 ); r = 5
2. Determine el centro y el radio de cada circunferencia, luego trace la gráfica.
a) x2 + (y + 4)2 = 9
b) (x− 5)2 + y2 = 1
c) (x + 43)
2 + (y − 34)
2 = 4
d) (x− 1)2 + (y − 8)2 = 16
e) (x− 15)
2 + (y − 23)
2 = 25
3. A partir de las siguientes gráficas determine el centro, el radio y la ecuación de cada
circunferencia.
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TALLER No.6 ELIPSE
OBJETIVO: Relacionar de manera correcta la ecuación de la elipse con los elementos y
su gráfica.
MATERIALES: Colores o marcadores, lápiz o esferos, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Halle la ecuación de la elipse y luego realice la gráfica.
a) C(0, 0); V (−5, 0); F (3, 0)
b) C(−2, 3); V (1, 3); F (−3, 3)
c) C(0, 0); V (0, 6); F (0,−2)
d) C(1, 2); V (5, 2); F (0, 2)
e) C(0, 0); V (3, 0); F (−52 , 0)











d) 18(x− 1)2 + 2(y + 3)2 = 72
e) 4x2 + 9y2 = 36
3. A partir de las siguientes gráficas determine el centro, los focos, los vértices y la
ecuación de cada elipse.
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TALLER No.7 PARÁBOLA
OBJETIVO: Relacionar de manera correcta la ecuación de la parábola con los
elementos y su gráfica.
MATERIALES: Colores o marcadores, lápiz o esferos, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Halle la ecuación de la parábola y luego realice la gráfica.
a) V (0, 0); Directriz y − 4 = 0
b) V (0,−1); F (−2,−1)
c) V (0, 0); Directriz x = −2
d) V (−2, 3); F (−2, 4)
e) V (3, 5); F (1, 5)
2. Halle el vértice, la directriz y el foco de cada parábola, luego realice la respectiva
gráfica.
a) (y − 1)2 = −2(x + 2)
b) x2 = −12y
c) (x− 2)2 = −8(y + 1)
d) y2 = 14x
e) (x + 1)2 = 4(y − 2)
3. A partir de las siguientes gráficas determine el vértice, la directriz, el foco y la
ecuación de cada parábola.
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TALLER No.8 HIPÉRBOLA
OBJETIVO: Relacionar de manera correcta la ecuación de la hipérbola con los
elementos y su gráfica.
MATERIALES: Colores o marcadores, lápiz o esferos, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. Halle la ecuación de la hipérbola y luego realice la gráfica.
a) C(0, 0); V (0, 3); F (0, 4)
b) C(−3, 1); V (−3, 4); F (−3, 6)
c) C(0, 0); V (3, 0); F (−5, 0)
d) C(1, 7); V (5, 7); F (3, 7)
e) C(3, 5); V (6, 6); F (6, 5)



























3. A partir de las siguientes gráficas determine el centro, los vértices, los focos y la
ecuación de cada hipérbola.
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TALLER No.9 APLICACIONES DE LAS SECCIONES CÓNICAS
OBJETIVO: Aplicar las ecuaciones de las secciones cónicas para resolver problemas de
otras disciplinas.
MATERIALES: Colores o marcadores, lápiz o esferos, regla, bitácora.
ACTIVIDADES:
1. El Servicio Geológico Colombiano detectó un sismo originado en Bogotá a 3 Km
oeste y 2 Km norte del centro de la ciudad, dicho sismo se extendió 4 Km a la
redonda. ¿Cuál es la ecuación que representa la región afectada? Suponga que el
centro del plano cartesiano coincide con el centro de la ciudad.
2. La arena de Verona es el tercer anfiteatro romano más grande de Italia. Se caracteriza
por su forma eĺıptica y sus grandes dimensiones, 140 metros de largo y 110 metros de
ancho. Por cuestiones de acústica, se dice que el mejor lugar de la arena se encuentra
en sus focos. Si una persona quiere ubicarse en el mejor sitio del anfiteatro, ¿A qué
distancia del centro debe estar?
3. Un puente colgante tiene forma de parábola. Las columnas que sostienen el puente
están separadas 400 m entre śı. El punto más bajo de los cables está a 100 m desde
el extremo superior de las columnas. ¿Cuál es la longitud que debe tener un puntual,
como el que se ve en la figura, que está a 20 m de una columna? Escriba la ecuación
que representa el puente colgante.
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4. Dos estaciones de comunicación por radio para navegantes están separadas por una
distancia de 200 Km entre śı. Un barco registra una diferencia de tiempo de 0,0004
seg entre las dos señales de radio. ¿En qué lugar tocaŕıa tierra si siguiera la hipérbola
correspondiente a esta diferencia de tiempo? Escriba la ecuación de la hipérbola que
describe el problema que se muestra a continuación. (La velocidad del sonido es 343
m/s)
5. Una moneda de 500 pesos colombianos tiene un diametro de 2,4 cm y se divide en
dos regiones: La primera es un ćırculo amarillo y la segunda es un borde plateado
de 0,3 cm de espesor. Describa la ecuación del lugar geométrico de la moneda y de
la región amarilla de la moneda. Asuma que ambas regiones estan centradas en el
origen.
6. Un cometa describe una trayectoria parabólica dada por y2 = 4000000(x− 800000).
Si el Sol es el foco de la parábola, ¿Cuáles son las coordenadas del Sol?
7. El planeta Tierra describe una órbita eĺıptica alrededor del Sol, donde el Sol se ubica
en uno de los focos a 2500000 Km de distancia del centro. Por otro lado, la Tierra
alcanza su punto más lejano del Sol a 151500000 Km. ¿Cuál es la ecuación del lugar
geométrico que describe la órbita de la Tierra? ¿Cuál es la distancia mı́nima de
separación entre la Tierra y el Sol?
8. Un carpintero desea construir una mesa de comedor, cuya base superior tiene forma
circular, para ello tiene una lámina de madera de 60 cm de ancho y 80 cm de largo.
¿Cuál es el mayor radio posible para construir la base superior? Describa la ecuación
del lugar geométrico de la base superior.
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TALLER No.10 EXÁMEN FINAL
OBJETIVO: Identificar el nivel de comprensión y aplicación de las secciones cónicas en
pruebas estandar.
MATERIALES: Lápiz o esfero, memoria auxiliar.
ACTIVIDADES:


























3. De las siguientes gráficas la que NO representa una cónica es:
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9 = 1 es:
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Para esta parte de la actividad puede usar la memoria auxiliar
5. Escriba la ecuación de la circunferencia con radio de 4 unidades y centro (52 , 2).
Luego trace la gráfica.
6. Encuentre el vértice, la directriz y el foco de la parábola (y− 1)2 = 2x, luego realice
la respectiva gráfica.
7. Halle la ecuación de la parábola con directriz y = 2 y V (0,−1). Luego realice la
gráfica.




25 = 1. Luego trace
la gráfica.
9. Halle la ecuación de la hipérbola con C(−3, 2); V (−3, 5); F (−3, 7) y luego realice la
gráfica.
10. A partir de la siguiente gráfica determine el centro, los vértices, los focos y la ecuación
de la elipse.
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Caṕıtulo 5
Análisis de Resultados
Los resultados del presente trabajo se obtuvieron de la aplicación de una prueba final
(Taller No 10). Como se describió en la sección descripción de las actividades de la secuen-
cia didáctica, la prueba final está compuesta por 4 preguntas de selección múltiple con
única respuesta y 6 ejercicios abiertos. En esta serie de 10 preguntas se prentedió evaluar
el grado de comprensión de las secciones cónicas a partir de los siguientes aspectos:
Elementos de las secciones cónicas (centro, vértices, radio, focos, ejes).
Representación algebraica y gráfica de las secciones cónicas.
Resolución de ejercicios relacionados con la matemática.
Además, se quiere evaluar si el uso de la memoria auxiliar aumenta el nivel de éxito para
la resolución de los ejercicios relacionados con secciones cónicas.
A continuación se presentan, por medio de tablas y gráficas, los resultados obtenidos en la
prueba final. En las tablas encontrarán la pregunta realizada, las opciones de respuesta,
la cantidad de estudiantes que respondieron cada opción y el porcentaje respectivo.
5.1. Resultados parte I
Vamos a iniciar la presentación y análisis de los resultados por las preguntas de selec-
ción múltiple con única respuesta y sin el uso de la memoria auxiliar.
5.1.1. Resultados por pregunta
Los resultados obtenidos por cada pregunta son:
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Notese que el 60 % de los estudiantes marcaron la opción a, este porcentaje reconoce de
forma correcta la ecuación que representa la elipse, es decir, a partir de la gráfica ellos de-
ducen el centro, el eje mayor y el eje menor de esta sección cónica y además la representan
correctamente con su ecuación caracteŕıstica.
El 3 % marcaron la opción b, este porcentaje identifica el eje mayor y el eje menor de la
elipse pero representa de manera equivocada el centro en la ecuación caracteŕıstica de esta
sección cónica. Dado que los estudiantes hallaban el centro de la sección cónica despejando
cada sumando de la ecuación, esta falla podŕıa estar asociada a que ellos no comprenden
el proceso de despejar la variable de una ecuación ĺıneal.
El 17 % de los estudiantes marcaron la opción c, este porcentaje no identifica los ejes ni
el centro de la elipse, por lo tanto no logran la relación correcta entre la representación
gráfica en el plano cartesiano y la ecuación caracteŕıstica. Este resultado muestra que 5
estudiantes no alcanzaron ninguno de los aspectos esperados para la elipse.
El 20 % marcaron la opción d, este porcentaje identifica el centro de la elipse en la re-
presentación gráfica y logra relacionarlo en la ecuación caracteŕıstica pero no reconoce la
ubicación correcta de los ejes. Esta dificultad se presenta debido a que los estudiantes no
tienen en cuenta que cambiar el orden de la coordenada implica una rotación de la gráfica.
Por último, podemos notar que 25 estudiantes (83 %) adquirieron al menos uno de los
tres aspectos relacionados con la elipse (elementos importantes, representación algebrai-
ca y representación gráfica) y que 18 estudiantes (60 %) respondieron correctamente la
pregunta.
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Notese que el 53 % de los estudiantes marcaron la opción a, este porcentaje confunde las
coordenadas del vértice de la parábola con las coordenadas del foco.
El 10 % marcaron la opción b, este porcentaje identifica correctamente que es una parábo-
la con vértice en (h, k), que abre hacia arriba.
El 27 % marcaron la opción c. Estos 8 estudiantes no identifican la distancia del vértice al
foco, esto se evidencia ya que están tomando el coeficiente de la expresión del lado derecho
de la ecuación como el valor de p, es decir están asumiendo que la distancia entre el vértice
y el foco es de 4 unidades.
El 10 % de los estudiantes marcaron la opción d, este porcentaje identifica que p = 1, o
sea que la distancia del vértice al foco es de 1 unidad, pero equivocan la orientación de la
parábola dado que la pareja (0,2) es el foco si la parábola abriera hacia la derecha.
Por último, podemos notar que 16 estudiantes (53 %) NO adquirieron ninguno de los tres
aspectos relacionados con la parábola, mientras que solo 3 estudiantes (10 %) respondieron
correctamente a la pregunta.
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En esta pregunta el 80 % (24) de los estudiantes reconoce las gráficas de las secciones
cónicas. El porcentaje restante (6 estudiantes) no reconocieron la gráfica de la hipérbola
y de la circunferencia como secciones cónicas.
Notese que el 3 % de los estudiantes marcaron la opción a, este porcentaje equivoca las
coordenadas del centro de la hipérbola, aunque reconoce el orden de los ejes y las distan-
cias correspondientes. De nuevo, dado que los estudiantes hallaban el centro de la sección
cónica despejando primero el minuendo y luego el sustraendo de la ecuación, esta falla
podŕıa estar asociada a que ellos no comprenden el proceso de despejar la variable de
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una ecuación ĺıneal; es decir, el centro de la hipérbola es el punto (2,3) por lo cual los





El 40 % marcaron la opción b, este porcentaje identifica las coordenadas del centro de la
hipérbola y deducen correctamente el orden de los ejes y sus distancias correspondientes
de esta sección cónica.
El 47 % de los estudiantes marcaron la opción c, este porcentaje no reconoce la orientación
de la hipérbola, dado que los valores de las coordenadas del centro y las distancia de los
ejes son correctos, pero en órdenes diferentes. Por lo tanto no logran la relación correcta
entre la representación gráfica en el plano cartesiano y la ecuación caracteŕıstica.
El 10 % marcaron la opción d, este porcentaje no reconoce la orientación de la hipérbola,
ni las coordenadas del centro. Por lo tanto no logran la relación correcta entre la repre-
sentación gráfica en el plano cartesiano y la ecuación caracteŕıstica.
Por último, podemos notar que 27 estudiantes (90 %) adquirieron al menos uno de los tres
aspectos relacionados con la hipérbola y que 12 estudiantes (40 %) respondieron correcta-
mente la pregunta.
5.1.2. Resultados parciales
Si consideramos solo la cantidad de respuestas correctas de esta parte de la actividad
final obtenemos los siguientes resultados:
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A partir de esta gráfica podemos deducir que 20 estudiantes (66 %) aprobaŕıan el examen
sin la ayuda de la memoria auxiliar, si el examen se considera aprobado con al menos el
50 % de respuestas correctas. Además, cabe resaltar que ningún estudiante acertó las 4
preguntas sin la memoria auxiliar.
La pregunta que mayor dificultad presentó fue la 2 con un porcentaje de desacierto del
90 % y la pregunta que menor dificultad presentó fue la 3 con un porcentaje de acierto del
80 %.
5.2. Resultados parte II
Continuaremos esta sección con las preguntas abiertas y en las cuales se les permitia el
uso de la memoria auxiliar. Hay que especificar que cada ejercicio tiene diferentes preguntas
y el análisis de cada ejercicio se hará respecto a estas preguntas. Las preguntas de cada
ejercicio son las siguientes:
Ejercicio 5. ¿El estudiante halló correctamente la ecuación? ¿El estudiante trazó
correctamente la gráfica?
Ejercicio 6. ¿El estudiante halló correctamente el vértice? ¿El estudiante halló co-
rrectamente el foco? ¿El estudiante halló correctamente la directriz? ¿El estudiante
trazó correctamente la gráfica?
Ejercicio 7. ¿El estudiante halló correctamente la ecuación? ¿El estudiante trazó
correctamente la gráfica?
Ejercicio 8. ¿El estudiante halló correctamente los vértices? ¿El estudiante halló
correctamente los focos? ¿El estudiante halló correctamente el centro? ¿El estudiante
trazó correctamente la gráfica?
Ejercicio 9. ¿El estudiante halló correctamente la ecuación? ¿El estudiante trazó
correctamente la gráfica?
Ejercicio 10. ¿El estudiante halló correctamente los vértices? ¿El estudiante halló
correctamente los focos? ¿El estudiante halló correctamente el centro? ¿El estudiante
halló correctamente la ecuación?
Se consideran cada pregunta por separada, lo cual genera 18 preguntas para analizar en
esta sección.
5.2.1. Resultados por pregunta
Los resultados obtenidos por cada ejercicio y pregunta son:
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Podemos notar que en este ejercicio el 87 % (26) de los estudiantes deduce correctamente
la ecuación de la circunferencia a partir del radio y el centro, mientras que un 90 % (27)
traza la gráfica de la circunferencia en el plano cartesiano. Esto se debe a que la forma
que usan para graficar la circunferencia se basa en ubicar el centro y trazar el radio, lo
cual los estudiantes lo consideran más sencillo que hallar la representación algebraica de
la circunferencia.
En este numeral, 18 estudiantes, correspondiente a un 60 % deduce correctamente el
vértice de la parábola. Los demás estudiantes respondieron erróneamente argumen-
tando que no recordaron que las coordenadas del vértice son los opuestos aditivos
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de los coeficientes que aparecen en la ecuación.
El 40 % (12) de los estudiantes identificaron correctamente la directriz de la parábola.
El 60 % restante confunden el valor de p (la distancia del vértice a la directriz) con
el coeficiente que acompaña a la variable x.
El 43 % (13) de los estudiantes identificaron correctamente las coordenadas del foco.
El otro 57 % confunden el valor de p con el coeficiente que acompaña a la variable x.
Si comparamos con el ı́tem anterior notamos que los porcentajes son similares, solo
hay una persona de diferencia.
El 43 % (13) de los estudiantes graficaron la parábola correctamente, mientras que
otros 17 estudiantes no lo hicieron. Podemos notar que en los cuatro aspectos eva-
luados la cantidad de personas que hicieron correctamente el ejercicio coincide, por
lo cual podemos concluir que el 43 % de los estudiantes desarrollaron con éxito la
identificación de elementos y gráfico de la parábola, a partir de la ecuación.
Podemos notar que en este ejercicio el 23 % (7) de los estudiantes deduce correctamente
la ecuación de la parábola a partir de la directriz y el vértice, mientras que un 33 % (10)
traza la gráfica de la parábola en el plano cartesiano, pero 3 de estos últimos estudiantes
no ubican los elementos de la parábola. Podemos deducir que al 77 % de los estudiantes
se les dificulta hallar la ecuación de la parábola a partir de sus elementos.
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Para este punto 20 estudiantes (67 %) deducen correctamente el centro, los focos y
los vértices de la elipse. Además, trazan correctamente la representación gráfica de
la sección cónica.
Por otro lado, el 33 % de los estudiantes no acertó en ninguno de los aspectos mencio-
nados anteriormente. Lo cual nos permite concluir que la mayoŕıa de los estudiantes
asimilaron de manera correcta el desarrollo de la elipse a partir de su ecuación
canónica.
Podemos notar que en este ejercicio el 87 % (26) de los estudiantes deduce correctamente
la ecuación de la hipérbola a partir del centro, vértice y foco, mientras que un 53 % (16)
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traza la gráfica de la hipérbola en el plano cartesiano. Esto se debe a que consideraron
más fácil el reemplazo de la ecuación que la graficación de la sección cónica. Muchos de los
estudiantes equivocaron el trazo de la gráfica porque no la orientaban de la forma correcta,
es decir, esta hipérbola es horizontal y los estudiantes la graficaron como una hipérbola
vertical.
En este numeral, 17 estudiantes correspondiente a un 57 % deduce correctamente el
centro de la elipse. Los demás estudiantes respondieron erróneamente argumentando
que equivocaron el orden de las coordenadas, es decir, primero ubicaron el eje y que
el eje x.
El 43 % (13) de los estudiantes identificaron correctamente los focos de la elipse. El
57 % restante calcularon mal el coeficiente que representa la distancia del centro al
foco y por ende, no obtuvieron de manera correcta las coordenadas del foco.
El 50 % (15) de los estudiantes identificaron correctamente las coordenadas de los
vértices. La otra mitad confundieron los vértices con los puntos extremos superiores
e inferiores de la elipse o intercambiaron el orden de la abscisa y la ordenada.
El 67 % (20) de los estudiantes hallaron correctamente la ecuación de elipse, mien-
tras que otros 10 estudiantes no lo hicieron. Podemos notar que la mayoŕıa de los
estudiantes hallaron la ecuación de la elipse a partir de su gráfica, pero no reconocen
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las coordenadas de sus elementos principales, tal vez esto se deba a que reconocen
la importancia de los elementos para hallar la ecuación, pero no como ubicarlos en
el plano cartesiano.
5.2.2. Resultados parciales
Si consideramos la cantidad de respuestas correctas de solo esta parte de la actividad
final obtenemos los siguientes resultados:
A partir de esta gráfica podemos deducir que 19 estudiantes (63 %) aprobaŕıan el examen
con el apoyo de la memoria auxiliar. Además, cabe resaltar que dos estudiantes acertaron
las 18 preguntas con la memoria auxiliar.
La pregunta que mayor dificultad presentó fue: ¿El estudiante halló la ecuación de
la parábola? que se encuentra en el ejercicio 7 con un porcentaje de desacierto del 77 %.
La pregunta que menor dificultad presentó fue: ¿El estudiante trazó la gráfica de la
circunferencia? que se encuentra en el ejercicio 5 con un porcentaje de acierto del 90 %.
Revisando con atención los resultados de esta sección encontramos que:
Más del 87 % de los estudiantes (26) hallan la ecuación y la gráfica de la circunferencia
a partir de sus elementos básicos. Esto nos permite decir que la circunferencia fue
una de las secciones cónicas mejor asimiladas por los estudiantes.
Mas del 67 % de los estudiantes (20) hallan los elementos básicos de la elipse y la
grafican correctamente a partir de la ecuación canónica. Además, el 50 % de los estu-
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diantes (15) identifica los elementos básicos de la elipse y halla su ecuación canónica
a partir de la representación gráfica en el plano cartesiano. Esto nos permite deducir
que la elipse fue una de las secciones cónicas mejor asimiladas por los estudiantes.
La hipérbola es una caso interesante de analizar, dado que los estudiantes lograron
hallar correctamente la ecuación de la hipérbola por medio del centro, vértice y foco;
sin embargo al graficar la sección cónica se les dificultó orientar de manera correcta
los ejes principales de la hipérbola.
Por último, la parábola parece ser la sección con mayor dificultad. Esto se deduce
debido a que más del 75 % de los estudiantes no hallaron los elementos básicos, ni la
gráfica a partir de la ecuación canónica.
5.3. Resultados examen total
Para finalizar el análisis veremos los resultados totales de las dos secciones y mediremos
el porcentaje de aciertos por estudiante, con el fin de analizar la cantidad de estudiantes
que aprobaŕıan un examen de este tipo.
Notése que según la tabla hay tres hechos importantes:
Ningún estudiante se equivocó en todas la respuestas, por lo cual podemos deducir
que todos los estudiantes aprendieron algún aspecto relacionado con las secciones
cónicas.
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Ningún estudiante acertó en todas las respuestas, por lo cual podemos deducir que
la secuencia didáctica no es exitosa por completo.
El 67 % de los estudiantes (20) acertaron en al menos la mitad de las preguntas
totales.
Como resultado final diremos que: en los tres análisis (parte I, parte II y total) el porcentaje
de estudiantes que resolvieron correctamente la mitad o más de las preguntas se ubica entre
el 63 % y 67 % de los estudiantes.




Gracias al último resultado presentado, notamos que en los tres análisis realizados
(Examen parte I, examen parte II y examen total) el porcentaje de estudiantes que
tuvieron la mitad o más de las preguntas correctas se encuentra entre el 63 % y
el 67 %. Por ende, podemos deducir que la diferencia entre usar o no la memoria
auxiliar no es significativa. Sin embargo, cabe aclarar que los estudiantes śı la notan
como ayuda importante para resolver ejercicios más complejos de secciones cónicas,
ya que les da mayor seguridad para resolver los ejercicios.
Recordemos que la pregunta asociada al problema inicial es ¿El curŕıculo bimodal
mejora el proceso de enseñanza-aprendizaje de las secciones cónicas en
los estudiantes de grado décimo del colegio Estanislao Zuleta? . Desde los
resultados cuantitativos se concluye que el uso de la memoria auxiliar no fue influ-
yente en los estudiantes que participaron en el desarrollo de la secuencia didáctica
para resolver el examen final, ya que obtienen porcentajes similares de éxito cuando
usan o no usan la memoria auxiliar. Sin embargo, la metodoloǵıa aumenta la moti-
vación en los estudiantes y a su vez promueve un proceso de enseñanza-aprendizaje
más activo en el grupo trabajado.
La totalidad de los estudiantes crearon sus memorias auxiliares y las utilizaban du-
rante el desarrollo de la secuencia didáctica, esto les generaba seguridad al momento
de resolver las actividades planteadas y los acercaba a los conceptos, ecuaciones y
demás información pertinente relacionada con la temática trabajada, reduciendo la
apat́ıa que algunos de ellos le tienen al trabajo en matemáticas. Esto se evidencia
en comentarios expresados por algunos estudiantes:
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Figura 6.1: Opiniones sobre la memoria auxiliar
Además, los estudiantes manifestaron que la metodoloǵıa de la secuencia didáctica
los motivó a desarrollar la mayoŕıa de las actividades, aunque en algunos casos
no se reflejara una mejoŕıa en su proceso de aprendizaje. En otras palabras, las
actividades planteadas paracen reducir el nivel de apat́ıa de los estudiantes hacia las
matemáticas.
Figura 6.2: Opiniones sobre la metodoloǵıa
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Algunos estudiantes manifestaron que las actividades les parećıan interesantes y mo-
tivadoras por lo cual sent́ıan que mejoraban su proceso de aprendizaje. Sin embargo,
al revisar su desempeño durante el desarrollo de la secuencia didáctica no se eviden-
ció un avance significativo. Por ejemplo, la siguiente estudiante resolv́ıa los talleres
de forma correcta (Figura 6.3) pero en el examen no se notó avances en su desempeño
(Figura 6.4).
Figura 6.3: Taller sobre parábola
Figura 6.4: Examen sobre parábola
Por otro lado, hay estudiantes que manifestaron que el uso de la memoria auxilar les
facilitó el desarrollo de las actividades, inclúıda la segunda parte del examen final
(figuras 6.5 y 6.6), mientras que las actividades en las que no hicieron uso de la
memoria auxiliar presentaron graves falencias e inlcuso no realizaron las actividades
(figura 6.7).
Figura 6.5: Uso de la memoria auxiliar
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Figura 6.6: Uso de la memoria auxiliar
Figura 6.7: Sin memoria auxiliar
Los estudiantes que manifestaron gusto por la matemática lo reflejaron tanto en la
disposición como en el desempeño para resolver las actividades, incluyendo el examen
final (Figuras 6.8 y 6.9). También se vio evidenciado en la participación en clase,
ayuda como monitores de grupo y en la entrega de talleres propuestos (Figura 6.10).
Figura 6.8: Opinión del estudiante
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Figura 6.9: Examen final
Figura 6.10: Taller
Se evidenció que algunos estudiantes manifestaron su apat́ıa por la matemática ya
que se les dificulta. Sin embargo se notó una mejoŕıa en el manejo de los términos
disciplinares, dado que al iniciar la secuencia didáctica hablaban de circulos, óvalos,
gotas de agua para referirse a las secciones cónicas. A continuación se muestra la
evolución en el manejo del lenguaje de una estudiante:
Figura 6.11: Actividad inicial
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
6.1. Marco Didáctico 91
Figura 6.12: Actividad final
Según lo expresado en las opiniones de los estudiantes podemos inferir que lograron
apropiarse de algunas de las ecuaciones de las secciones cónicas pero no las relacio-
naban entre śı, es decir, no asociaban la ecuación con la respectiva cónica. Vale la
pena aclarar que los estudiantes no usaron la memoria auxilar en el momento que
expresaron sus opiniones, por lo cual podŕıamos deducir que el constante trabajo con
la memoria auxiliar facilitó el proceso de apropiación de la información trabajada
durante la secuencia didáctica.
Figura 6.13: Estudiante que no relaciona la ecuación y la cónica
Figura 6.14: Estudiante que relaciona la ecuación y la cónica
Concluyendo esta parte, se evidencia que después de la aplicación de la secuencia
didáctica los estudiantes con habilidades y gusto por la matemática mantuvieron
un nivel constante, mientras que aquellos estudiantes con apat́ıa y falencias en esta
disciplina no mostraron una mejoŕıa significativa, salvo por el uso correcto de los
términos disciplinares del tema trabajado.
Si nos remitimos exclusivamente a los resultados del examen final en el proceso de
aprendizaje en cada una de las secciones cónicas notamos que:
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• Las secciones cónicas que mejor asimilaron los estudiantes fueron la circunferen-
cia y la elipse, dado que en los exámenes evaluados las preguntas con mayor por-
centaje de acierto son los ejercicios relacionados con estas dos curvas. Además,
los estudiantes asocian la facilidad de comprensión dada la familiaridad que
tienen con este par de objetos matemáticos.
• La sección cónica que mayor dificultad presentó para los estudiantes fue la
parábola. La mayoŕıa de los estudiantes (75 %) tuvieron dificultad para resolver
ejercicios relacionados con esta curva. Algunos de ellos afirman que la variedad
de orientaciones que puede tener la parábola dificultaba su comprensión, en
otras palabras, relacionar si la parábola abre hacia arriba, hacia abajo, hacia
la derecha o hacia la izquierda era lo más dif́ıcil del ejercicio.
Se estableció que el curso con el cual se trabajó la secuencia didáctica generó mayor
interacción con el docente y con sus compañeros, esto se debe a la motivación que
los estudiantes encontraron para desarrollar la temática en cuestión.
Las aplicaciones de las secciones cónicas a otras disciplinas abrió el espectro de moti-
vación para que los estudiantes tuvieran un interés mayor para trabajar la secuencia
didáctica. Además, las actividades de introducción y exploración del tema los cautivó
y motivó a conocer el desarrollo temático.
Respecto a las variables matemáticas trabajadas (representación algebraica o ecua-
ción, representación gráfica y elementos básicos de la sección cónica) encontramos
que:
• Para los estudiantes parece ser más sencillo construir la ecuación y la gráfica de
la sección cónica a partir de los elementos. Por otro lado, deducir los elementos
por medio de la ecuación es de mayor dificultad.
• Realizar la gráfica de las secciones cónicas representaba una dificultad para los
estudiantes, esto se debe a que confundian el orden en que debian ubicarse las
abscisas y las ordenadas. Fue un trabajo arduo, pero se mejoró este aspecto en
la mayoŕıa de los estudiantes.
Partiendo de la función como docente y gúıa, se notó un avance siginificativo en fa-
lencias que no depend́ıan directamente de esta temática. Por ejemplo, los estudiantes
presentaban dificultad para resolver operaciones básicas con expresiones algebraicas
(suma, resta, multiplicación), pero el trabajo realizado para hallar las ecuaciones de
las secciones cónicas mejoró notablemente esta dificultad.
Sin embargo, cabe resaltar que aún algunos estudiantes fallan en el cálculo de las
ecuaciones o los elementos básicos por que hacen operaciones básicas erróneas.
6.2. Recomendaciones
El trabajo con la memoria auxiliar debe ser constante y eficaz, no solo en esta
temática, sino en el desarrollo total del curŕıculo de matemáticas. Esto lo deducimos,
dado que los estudiantes notaron la importancia del uso de la memoria auxiliar, pero
creen que el tiempo de uso fue corto para aprovechar al máximo el potencial de esta
herramienta.
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El tiempo de trabajo con la secuencia didáctica debe ser mayor y podŕıan usarse
más gúıas que muestren más aplicaciones para otras disciplinas.
El uso de herramientas TIC podŕıa facilitar la comprensión del estudiante para la
graficación de las secciones cónicas y mejorar este aspecto que pudo ser uno de los
más dif́ıciles de trabajar durante la secuencia didáctica.
Replicar tanto este tipo de estudios como la metodoloǵıa utilizada, en otros temas,
grados, e incluso, instituciones del páıs y contrastar aśı resultados con el fin de
ampliar investigaciones realizadas.
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